Polinomok Inko-ja

Diszkrét modellek alkalmazasai

A korabbi jegyzetekben (Oszthatosag, primszamok; Legnagyobb kozos osztd) szo volt az egész
szamok osztasarol, oszthatosagarol, legnagyobb kozos osztojarol és szamos kapcsolodo tulajdonsaga-
irol. Ebben a jegyzetben ezeknek a fogalmaknak a megfelelGit fogjuk bevezetni polinomokra.

S6t, ennél altalanosabban, gydrikre fogjuk definidlni a fogalmakat — ezzel az absztakcioval egy
csapasra intézziik el az egész szamokat és a polinomokat, és lehetévé valik a més struktiarakra valod
kiterjesztés is. Egészen pontosan a gytrik egy specialis fajtajat, az integritdsi tartomdnyt fogjuk
alapul venni (lasd: Algebrai struktiurak). Emlékeztets: a legfontosabb integritasi tartomanyok az
egész szamok halmaza (Z), a polinomgytrik (K[z], ahol K tetszéleges integritasi tartomany) és

barmely test (pl. Q, R, C, vagy barmely p primszamra Z,).

1. Oszthatésag

El6szor az egész szamokra jol ismert oszthatosag (b | a) fogalméat fogjuk altalanositani:
1.1. Definicié. Egy R integritasi tartomanyban a € R oszthatd b € R-rel (azaz b osztdja a-nak),
ha 3¢ € R :a = be. Jeldlés: b | a.
Példa. Z-ben 2 | 6, mert 6 =2 - 3.
Példa. R[z]-ben 22% —2 —1 oszthaté x —1-gyel (z—1 | 22° —x—1), mert 222 —2—1 = (z—1)(2v+1).
Példa. Testben a fogalom trivialis, mert minden elem oszthatdé minden nemnull elemmel, hiszen
mindig létezik ¢ := b/a. Példaul Q-ban 5 oszthato 2-vel, mert 5 =2 - (5/2).
Az oszthatdsag polinomok esetén azért érdekes, mert kovetkeztetni lehet belSle a gyokokre: ha
b | a, akkor b minden gytke egyuttal a-nak is gyoke (és legalabb annyiszor, mint b-nek). Példaul
x — 1-nek gydke az 1, és x — 1 | 20° — 2 — 1, ezért ebbdl tudjuk, hogy 22° — x — 1-nek is gydke az 1.
Akércsak egészek esetén, polinomokra is konnyen eldonthets az oszthatosag a maradékos osztas
segitségével: ha b # 0, akkor b | a <= a mod b = 0.
Az oszthatosag altalanos targyalasahoz sziikségiink lesz néhéany 1j fogalomra:
1.2. Definici6. Az R integritasi tartomanyban v € R egység |unit], ha osztoja az egységelemnek.
Példa. Z-ben két egység van: 1 és —1 (az 1 osztoi).
Példa. R[z]-ben minden nulladfokt polinom (azaz nemnulla konstans polinom) egység.
Példa. Testben minden elem egység, kivéve a nullelemet.
Példa. Egy altalanos K |[x] polinomgytirtiben az egységek a K egységei (mint konstans polinomok),

pl. Z[x]-ben 1 és —1, Q[z]-ben pedig az dsszes nemnulla konstans.

Fontos: ne keverjiik 0ssze az egység [unit| és az egységelem [identity element| fogalméat: egység-

elembdl csak egy van, egységbdl viszont, mint lattuk, tobb is lehet.
(Vegyiik észre, hogy az "egység" fogalma egybeesik az "invertalhato" elem fogalmaval, 1asd: Algebrai strukturak.)
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Az oszthatosaggal kapcesolatban sziikségilink lesz egy masik fontos fogalomra:

1.3. Definicidé. Az R integritési tartomanyban a € R és b € R asszocialtak |associates|, ha egymas
osztoi: a | b és b | a.

Példa. Z-ben az asszocialtak az azonos abszolut értéki szamok, pl. 5 és —5.

Példa. R|z]-ben az asszocialtak az egymés nemnulla konstansszorosai, példaul a kévetkezék mind
asszocidltak: x — 1, 20 — 2, 3x — 3, —v + 1, —x/2 + 1/2 stb.

Példa. Testben barmely két elem asszocialt, kivéve a nullelemet.

Vegyiik észre, hogy az asszocialtak mindig egymas egységszeresei, pl. Z-ben —5 = —1-5, R[x]-ben
2r—2 = 2-(z—1) sth. Az asszocialtaknak az a jelent&sége, hogy oszthatosag szempontjabol pontosan
ugyanugy viselkednek, pl. 2 |6 = 2| =6, —2 | 6, —2 | —6. Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy

az asszocidltak "lényegében" ugyanazok.

2. Irreducibilis elemek

Most kovetkezzen a primszdm fogalméanak altalanositasa:

2.1. Definici6. Egy R integritasi tartomanyban a € R irreducibilis elem (vagy felbonthatatlan),

ha nem a nullelem, nem egység, és nincs mas osztdja, csak az egységek és a-nak az asszocialtjai.

A "nem a nullelem, nem egység" annak felel meg, hogy a primszdmoknél kizartuk a 0-t és az 1-et,
a "csak az egységek és a-nak az asszocialtjai" pedig annak, hogy "csak 1 és n az osztoja".

Hasonléan altaldnosithatjuk az dsszetett szam fogalmat is:

2.2. Definicio. Egy R integritési tartomanyban a € R reducibilis elem (vagy felbonthatd), ha
nem a nullelem, nem egység, és nem is irreducibilis.

Példa. Z irreducibilis elemei a primszémok és azok ellentettjei: 2,3,5,7,..., —2,—3,—=5,—7,....
(A primszamokat az egyszeriiség kedvéért gy definialtuk, hogy pozitivak legyenek, azaz minden
asszocialt par koziil kivalasztottunk egy-egy kitiintetett elemet. Altalanosan azonban nem tudunk

ilyen szabaly adni, ezért az irreducibilis elem fogalméba minden asszociéltat is beleértiink.)
Példa. Az 22 — 2 polinom Z[z]-ben irreducibilis, de R[z]-ben reducibilis: 22 — 2 = (z — v2)(z +V/2).
Példa. Testben nincs sem irreducibilis, sem reducibilis elem, mert minden elem nullelem vagy egység.

Megjegyzés: az irreducibilis elemek asszocialtjai is irreducibilisek.
Polinomgytrtikben (K[z]) vizsgaljuk meg alaposabban is az irreducibilis polinomokat:

1. Test f6lott minden els6fokd polinom irreducibilis, hiszen p = ax + b oszt6i csak konstans és
els6foku polinomok lehetnek, az el6bbiek egységek, az utobbiak pedig p asszociéltjai.

2. Elsénél magasabbfoku irreducibilis polinomnak nem lehet gytke (az adott K alapgytirtiben),
mert ha lenne, akkor kiemelhetnénk beléle egy gyoktényezét, és akkor nem lenne irreducibilis.

3. C[x]-ben csak az elstfoku polinomok irreducibilisek, mert az algebra alaptétele miatt (Polino-
mok alapjai, 4.8. Tétel) minden nemkonstans polinomnak van gyoke.

4. R[z]-ben csak az elsé- és masodfoki polinomok lehetnek irreducibilisek, pl. 2z + 3 és 2% + 1
irreducibilisek R f516tt. (De a masodfoktiak nem mindig, pl. 2° — 1 = (z — 1)(z + 1).)

5. Zlx]-ben és Q[z]-ben viszont az irreducibilis polinomok fokszama tetsz6legesen nagy lehet, pl.

ott minden x™ — 2 alaku polinom irreducibilis.



Egész szamok esetén a primszamok jelentéségét a szamelmeélet alaptétele mutatta meg (Oszthato-
sdg, primszamok, 3.4. Tétel), amely a primtényezds felbontés egyértelmiiségérsl szolt. Ezt kozvetleniil
nem tudjuk &ltalanositani, mert nem minden integritési tartoményra fog teljesiilni, viszont kiilén

kiemeljiik azokat, amelyekre igen:

2.3. Definicié. Az R integritasi tartomany Gauss-gytrd [unique factorization domain (UFD)|,
ha a nullelem és az egységek kivételével minden elem egyértelmiien felirhaté irreducibilis elemek

szorzataként, ahol az egyértelmtiséget sorrendtdl és asszocialtsagtol eltekintve értjiik.

Példa. Z a szamelmélet alaptétele miatt Gauss-gytird. Példaul —10 € Z-t tobbféleképpen is fel
lehet bontani: —10 = (=2) -5 =2 (=5) = 5-(=2) = (=5) - 2, de ezek mind csak sorrendben és
asszocialtsagban (azaz elGjelban) térnek el, vagyis "lényegében" ugyanazok. (A szamelmélet alap-
tételénél az asszocialtsagrol szolo kitételt megusztuk, mert azt csak pozitiv szamokra mondtuk ki.)

Példa. Minden test trivialisan Gauss-gytrt, hiszen nincs mas elem, mint a nullelem és az egységek.
Példa. R[z] Gauss-gytirt, pl. 1 —1 = (z+1)(z —1) = 2z +2)(2/2—1/2) = (=32 +3)(—x/3—1/3)
stb., de ezek mind csak sorrendben és asszocidltsagban (azaz konstans szorzoban) térnek el egymastol.

Példa. Ha K Gauss-gytrd, akkor K[z] is Gauss-gytird, azaz Z|x], Q[z], Zs[z] stb. mind Gauss-gyri.

Sage-ben az egész szamokra megismert factor () fiiggvény tetszdleges Gauss-gytriire miikodik,
a kovetkezd kiegészitéssel: az irreducibilis tényezéket tgy valasztja meg (az asszocialtak koziil), hogy
a lehetd legegyszertibbek legyenek (pl. Z-ben pozitivak), viszont ha igy nem jonne ki a szorzat (mert
pl. negativ szamot bontunk fel), akkor a szorzat elejére kiemel egy egységet (pl. —1). A factor()
eredménye egy Factorization tipusi objektum, amely sorozatként viselkedik (pl. egy for-ciklussal
felsorolhato), de az esetleges egység ebben nem szerepel, hanem azt kiiloén kell lekérdezni a unit ()

tagfiiggvénnyel. Példaul:

sage: F = factor(-60)
sage: F

-1 *x 272 x 3 x5

sage: for (p, k) in F:

print(p, k)
22

31

51

sage: F.unit()

-1

sage: P.<x> = QQ[]

sage: F = factor(2*x~2 - 1/2)
sage: F

(2) * (x - 1/2) * (x + 1/2)
sage: [p for (p, k) in F]

[x - 1/2, x + 1/2]

sage: F.unit()
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3. Legnagyobb kozos oszto

Most kiterjesztjiik a legnagyobb kézos oszto és a legkisebb kozos tobbszoros fogalmat (lasd a

Legnagyobb kozos oszto c. jegyzetet) egészekrdl tetszéleges integritasi tartomanyra:

3.1. Definici6. Az R integritasi tartomanyban a € R és b € R legnagyobb kdz6s osztdja c € R,

hacla AN clb ANVdeR:d|a N d|b = d|c Jelolés: Inko(a,b) vagy ged(a,b).

Tovabba a és b relativ prim, ha legnagyobb kozos osztojuk egység.

3.2. Definici6. Az R integr. tartoményban a € R és b € R legkisebb k6z6s tobbszorose ¢ € R,

haa|c ANblc AVdeE R a|d N b|d = c|d. Jeldlés: Ikkt(a,b) vagy lem(a, b).

Példa. Z-ben 12 és 20 legnagyobb kozos osztoja 4, legkisebb kozos tobbszorose 60.

Példa. R[z]-ben ap =2 — 22+ 1= (x —1)? ésaq= 22> — 2 — 1 = (z — 1)(22 + 1) polinomok

legnagyobb kozos osztoja x — 1, legkisebb kozds tobbszérdse pedig (z — 1)*(2x +1) = 22° — 32° + 1.
De ezekkel a fogalmakkal ilyen &altalanosan van néhény probléma. Példaul nem biztos, hogy

léteznek. Szerencsére azonban a szamunkra fontos specidlis esetekben garantélhato a létezés:

3.3. Tétel. Gauss-gytriben bdrmely két elemnek van legnagyobb kozos osztdja és legkisebb kiozos

tobbszorose.

Tehat Z-ben, Z[z]-ben, R[x]-ben stb. mindig létezik Inko és lkkt. (A tétel nem meglepd, gondol-
junk csak arra, hogy Z-ben hogyan lehet ezeket kiszamitani a primtényezds felbontéas segitségével.)
De van egy masik probléma is: az Inko és az lkkt nem egyértelmii!
Példa. Z-ben Inko(6,4) fenti definiciojat kielégiti 2 és —2 is. Az eredeti, Z-beli definiciéban is csak
azért volt egyértelmtiség, mert ott kikotottiik, hogy az eredménynek N-ben kell lennie.
Példa. A fenti p = 2% — 20 + 1 és ¢ = 22° — 2 — 1 polinomoknak, ha R[z]-ben nézziik, legnagyobb
kozos osztojaazry =x—1,az1ry = —x+1,azrg = 2x — 2, az ry = —x /24 1/2 stb. (De ha Z[z]-ben
nézzik, akkor csak ry és o az, mert ott r3 1 p és ry ¢ Zlx].)
Ha teljes egyértelmiiség nem is, de "bizonyos értelemben" vald egyértelmiiség fennéall:
3.4. Tétel. A legnagyobb kézos oszto és a legkisebb kdzds tobbszords, ha létezik, asszocidltsdgtol
eltekintve eqyértelmi.
Példa. Z-ben az Inko eldjeltdl eltekintve egyértelmi: Inko(6,4) lehet 2 és —2 is, de mas nem. Ha
pedig lesziikitjiik N-re, akkor teljesen egyértelmii lesz.
Példa. R[z]-beli polinomoknal az Inko konstans szorzétdl eltekintve egyértelmi: a fenti példaban
r = —rey =1/2-r3 = —2r4. A teljes egyértelmiiséghez pedig példaul kikothetjiik, hogy a fSegyiitthato
1 legyen (pl. akkor 1y = x — 1 az "igazi" Inko). (De Z[x]-ben ez nem mindig miikodik.)

A kovetkezd tétel ramutat arra, hogy miért érdemes a polinomok Inko-javal foglalkozni:

3.5. Tétel. Ha p € K[x] és q € K|[z] legnagyobb kizos osztdja r € K|x], akkor r gydkei pontosan a
p €s q kozos gydker, és r-beli multiplicitasuk a p-beli és a q-beli multiplicitdsaik kozil a kisebb.
Példa. A fenti p = 2* — 2z + 1 egyetlen gydke az 1 (de kétszeres); ¢ = 22° — x — 1 gydkei 1 és —1/2
(egyszeresek); ezért r = Inko(p, ¢)-nak (vagy barmelyik r;-nek) egyetlen gyoke az 1 (és az egyszeres).
Vagyis ha két polinom kozos gyokeit szeretnénk meghatarozni, akkor elég csak az Inko-juk gyokeit
kiszamitani, amely altalaban alacsonyabbfoki, mint az eredetiek, ezért konnyebb vele szamolni; ha

pedig konstans, azaz a két polinom relativ prim, akkor rogtén tudjuk, hogy nem lehet kozos gyokiik.
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4. Euklideszi algoritmus

A Legnagyobb kozos osztod c. jegyzetben megismertiik az euklideszi algoritmust, amellyel egész
szamok Inko-jat lehet kiszamitani. Az algoritmust egy az egyben alkalmazhatjuk polinomokra is,
hiszen azokat is lehet maradékosan osztani (lasd a Polinommiiveletek c. jegyzetet).

Példa. Az euklideszi algoritmus a p = 22° + 2% — 22 — 1 és a ¢ = 2° — 22 + 1 polinomokra, igy néz ki:
ToI=D =223 + 2% — 20 — 1,
ryi=gq =2? - 22 +1,
ro := 19 mod r; = 6x — 6,
r3 ;= 1y mod ry = 0,
vagyis Inko(p, q¢) = 1o = 62 — 6. De ez nem az egyetlen helyes megoldas, hiszen fent lattuk, hogy a
legnagyobb kozos oszté nem egyértelmi. Vehetjiik tehéat a fenti eredmény barmely konstansszorosat
is, pl. Inko(p, q) = —2ry = —12x + 12 és Inko(p, q) = $r2 = = — 1 is ugyanagy helyes megoldas.
Példa. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust a p = 2* — 4% +1 és a ¢ = 2* — 32* + 1 polinomokra:
70 ::p:x4—4m3+1,
ro=q=2%—32% + 1,
Ty i=1o mod 1 = —3z% — z + 2,
ry:=r; mod ry = 16/9 -z — 11/9,
ry :=ry mod r3 = —27/256,
r5 := 13 mod ry = 0,
vagyis Inko(p, q) = ry = —27/256, vagy ennek barmely konstansszorosa, pl. Inko(p, q) = 25614 = —27
vagy Inko(p, q) = —256/27 - r4 = 1 is j6. Altalaban, ha konstans az eredmény, akkor barmilyen méas
nemnulla konstans polinom is jo lehet, és ekkor p és ¢ relativ prim (tehat nem lehet kozos gyokiik).
Megjegyzés: mivel az eredményben tgysem szamit a konstans szorzo, ezért akar menet kozben is

egyszertisithetjiikk a polinomokat egy-egy megfelelGen valasztott konstanssal val6é szorzassal, pl. r3
helyett szamolhatunk az egyszertibb 75 := 9r3 = 162 — 11 polinommal, és igy tovabb.

Fontos: az euklideszi algoritmus altalaban csak test folotti polinomokra miikodik, pl. R[z]-ben
vagy Q[z]-ben, de nem Z[x]-ben, mert tortekkel kell szamolni (ahogy az utolsé példaban is). FEz
annak ellenére igaz, hogy maga a legnagyobb kozos oszté Z|x]-ben is létezik, mint a fenti példaban
Inko(p, ¢) = 1 € Z|x] — de ehhez el6szor Q[x]-ben kellett kiszamitani egy masik Inko-t: —27/256.

Nemcsak a normal euklideszi algoritmus, hanem annak bévitett verzidja is miikddik polinomokra,
és az is pontosan ugyantgy, mint egészekre (lasd a Legnagyobb kozos oszto c. jegyzetet):

Példa. A fenti p = 223 4+ 2% — 22 — 1 és ¢ = 2> — 22 + 1 esetén a bévitett euklideszi algoritmus a

kovetkezdképpen miikodik:

22 + 2% — 22 — 1 1 0
r? —2r+1 0 1 (—(2z +5))
6z — 6 1 —2z—-5 (—(3z—13))
0| —tz+1i 2*+1ls+41

Tehat Inko(p,q) = 6x—6 =p-1+q-(—2x —5). Vagy ezt is megszorozhatjuk barmilyen konstanssal,

pl. Inko(p,q) =x—1=1p- % +q-(—%x — %) is igaz.
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A bévitett euklideszi algoritmus polinomokra a kévetkezs tételen alapul:

4.1. Tétel (Bézout-lemma polinomokra). Ha K test, és p € K[z] és q € K|z]| legnagyobb kozos
osztdja r € Klz|, akkor létezik olyan u,v € K|[x], hogy pu+ qu = r.

Megjegyzés: itt is fontos, hogy a polinomok test folott legyenek. Példaul ha a fenti példat Z[z]-ben
nézzik, akkor hiaba Inko(p,q) = x — 1 € Z[z], de a pu + qv = = — 1 egyenletnek nincs Z[z]-ben
megoldésa u-ra és v-re, csak Q[x]-ben.

Sage-ben polinomokra ugyanigy miikodik a gcd(p, q) és az xgcd(p, q), mint egészekre (azt

leszamitva, hogy itt gcd(p, q) nem az egyetlen helyes megoldés, hiszen az Inko nem egyértelmi):

sage: P.<x> = QQ[]
sage: p = 2*¥x"3 + x72 - 2xx - 1

sage: q = x72 - 2*%x + 1
sage: gcd(p, q)
x -1

sage: xgcd(p, q)

(x -1, 1/6, -1/3*x - 5/6)

sage: p * _[1] + g x _[2] # ellendrzés
x -1

Az euklideszi algoritmust nemcsak egészekre és polinomokra lehet definialni, hanem &altalanosabban is. Ehhez
altalanositani kell a maradékos osztas muveletét, amelyen az algoritmus alapul.

A probléma az, hogy ez a miivelet nem minden integritasi tartomanyban mikodik. Példaul Z[z] integritasi
tartoméany (s6t, Gauss-gytrd, tehat létezik Inko), de lattuk, hogy a maradékos osztas csak test f6lotti polinomokra
miikédik, pl. Q[z]-ben. Igy tehat sztkiteniink kell azon gytirtik korét, amelyekben a maradékos osztdsnak van értelme,
és ahol igy az euklideszi algoritmus is elvégezhets. Ezeket fogjuk alabb euklideszi gydrd nek nevezni.

Ha 6sszehasonlitjuk a maradékos osztés tételét egész szamokra (Osztok és primszamok, 1.1. Tétel) és polinomokra
(Polinommiiveletek, 3.1. Tétel), akkor a f6 kiilonbség az, hogy hogyan definialtuk, hogy a maradék "kisebb" legyen,
mint az osztd: a polinomoknéal erre a fokszamot hasznaltuk, az egészeknél pedig az abszolut értéket. Ez a "kisebb"
fogalom kulcsfontossagn, mivel ez garantalja, hogy az euklideszi algoritmus el6bb-utobb megélljon, hiszen igy minden
maradékszamitas utan "kisebb" elemet kapunk, tehat elébb-utobb el kell jutnunk a 0-ba. Ezt a "kisebb" fogalmat

altalanosan egy f fiiggvénnyel fogjuk lefrni, amely a gytr{ elemeihez hozzarendel egy-egy természetes szamot.

4.2. Definici6. Az R integritési tartomany euklideszi gytrid [Fuclidean domain], ha van olyan f : R\ {0} = N
fliggvény, amelyre a kdvetkezsk teljesiilnek:
1. Va,b € R\ {0} : f(a) < f(ab),
2. Va,be Ryb#0:3g,r e R:a=qgb+r A (r=0V f(r) < f(b)).
Példa. Z euklideszi gytri, példaul legyen f(a) :=|al.
Példa. K|x] euklideszi gytird barmely K testre, példaul f(a) := dega. (Megjegyzés: a definicioban kiilon kezeltiik a

0-t, igy nincs probléma a nullpolinom fokszédmaval.)

Példa. Minden test trivialisan euklideszi gytirt, hiszen ott minden elem oszthaté minden nemnulla elemmel, tehat a

maradékos osztaskor mindig r = 0, és igy az f fliggvénynek nincs is szerepe (példaul lehet mindig f(a) := 1).
4.3. Tétel. Minden euklideszi gyird egyittal Gauss-gydrd is.

(De ez forditva nem igaz, példaul a fent emlitett Z[x] Gauss-gytrd, de nem euklideszi gytird.)

(Megjegyzés: az euklideszi gytird definicidja nem varja el, hogy r és q egyértelmtd legyen. Példaul egész szamokra
b = 10 esetén csak annyit mond, hogy |r| < 10, azaz —9 < r < 9, ami megenged tobbféle lehet&séget is, példaul
a=36=3-10+6=4-10+ (—4). Ahhoz, hogy a maradékos osztas egyértelmi legyen, a gytrtsl fiiggéen tovabbi
feltételekre lehet sziikség, mint példaul egészeknél r > 0 — amit a maradékos osztéas tétele ki is kotott. Polinomoknél

viszont nincs sziikség tovabbi feltételre, mert ott degr < degb elegends az egyértelmiséghez.)



5. Négyzetmentesités

5.1. Definicié. Egy R integritési tartomanyban a € R négyzetmentes [square-free|, ha nincs olyan
b € R, amely nem egység, és b* | a.

Példa. Z-ben 10 négyzetmentes, mert nincs négyzetszam osztoja az 1-en kiviil. Nem négyzetmentes
viszont a 24, mert 2% | 24. Altaldban Z-ben azok a szdmok négyzetmentesek, amelyeknek nincs
tobbszoros primfaktoruk (pl. 10 = 2 - 5, de 24 = 2% - 3).

Példa. R[z]-ben 2 + z — 2 = (x — 1)(x + 2) négyzetmentes, mert a konstanson kiviil més polinom

négyzete nem osztja, de 2° — 42* — 3z + 18 = (x + 2)(x — 3)? nem négyzetmentes, mert (z — 3)* | p.

A négyzetmentes polinomoknak az a jelentGsége, hogy mivel nincsenek t6bbszoros faktorai, ezért

nem lehetnek t6bbszoros gydker sem (lasd a gyoktényezdket a Polinomok alapjai c. jegyzetben).
(Ez azonban forditva nem igaz: attol, hogy nem négyzetmentes, még nem biztos, hogy van t6bbszoros gyodke, pl.
(x2 +1)%(x —1) € R[z]-nek van t6bbszords faktora, de nincs tobbszords gydke, mert az (z2 +1)-nek nincs valos gydke. )

Az aldbbiakban azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet egy polinom tobbszords faktorait — és
igy a tobbszords gyokeit is — kiszirni, pontosabban egyszeressé alakitani. Ezaltal cstkkenthetjiik
a polinom fokszaméat anélkiil, hogy a "lényegét", azaz példaul a gyokeit megvaltoztatnank. FEz
az eljaras, a négyzetmentesités szamos Osszetett polinomalgoritmus (pl. gyokkeresés, faktorizacio)
els6 1épése szokott lenni. (Raadésul egyes gyokkeresd algoritmusok kifejezetten rosszul viselkednek
tobbszoros gyokok esetén, ezért ott kiilondsen fontos azokat "kisimitani", azaz egyszeressé alakitani.)

A négyzetmentesitéshez kulesfontossagu eszkoz lesz a polinom algebrai derivdltja (1asd az eléz6

jegyzetet). Hogy miért, azt a kovetkezd tétel vilagitja meg:
5.2. Tétel. Ha p € K|x]-nek r € K[z] egy k-szoros faktora (k > 1), azaz p = r*q, de r t q, akkor

p'-nek ugyanez az r eqy k—1-szeres faktora. Specidlisan, ha r = x —c, akkor ha ¢ a p-nek eqy k-szoros
gyoke, akkor p'-nek ugyanez a ¢ eqy k—1-szeres gyoke.

Példa. p = 2° — 42® — 32 + 18 = (v + 2)(x — 3)*nek ¢ = 3 kétszeres gyoke, p’ = 32% — 8x — 3 =
(x —3)(3z +1)-nek pedig egyszeres. (Tovabba p-nek —2 egyszeres gyoke, p'-nek pedig "nullaszoros".)
(Bizonyitas: szamitsuk ki p = rFq derivaltjat, felhasznélva a derivalt el6z6 jegyzetben szerepld tulajdonsagait:

v =) = g+t = ket gt =" (kg +rd),
tehat p’-nek r legaldbb k—1-szeres faktora. Hogy pontosan k—1-szeres, az abbdl jon ki, hogy 7 { kq + rq’, mert 7 1 q.)

Tehat p’ megdrzi p tobbsziros gyokeit (faktorait), eggyel alacsonyabb multiplicitassal. A probléma
az, hogy p’-nek lehetnek 1j gyokei (faktorai) is (pl. fent ¢ = —1/3). Ezeket azonban konnyen kiszir-
hetjiik, ha vessziik Inko(p, p')-t, amely mar kizdrdlag p tobbszoros gyokeit (faktorait) tartalmazza.
Példa. A fenti példat folytatva Inko(p,p’) = x — 3, amelynek ¢ = 3 egyszeres gyoke, és mas gyoke

nincs. Ez tisztan jelzi, hogy p-nek egyetlen t6bbszoros gyoke van: ¢ = 3.

Megjegyzés: ha Inko(p, p’) konstans, akkor ebbdl rogton tudjuk, hogy p négyzetmentes.

Ha pedig leosztjuk a polinomot Inko(p,p’)-vel: p/Inko(p,p’) (amely szintén polinom, hiszen
Inko(p, p") | p), akkor ennek pontosan ugyanazok a gyokei (faktorai), mint p-nek, csak mindegyik
egyszeres (hiszen minden 7*-bol leosztottunk r*~'-t). Igy tehat négyzetmentesitettiik a p polinomot.
Példa. A fenti példabol p = (x +2)(z — 3)* négyzetmentes valtozata p /Inko(p, p') = (z +2)(z — 3).

Megjegyzés: a négyzetmentesités szampolinomokra (pl. R[z]-ben) tokéletesen miikodik, de mas strukturakban, pl.
Zm|x)-ben problémakba iitkdzhet (még akkor is, ha Z,, test). Példaul (az el6z6 jegyzetbsl) p = 2% + 23 + 1 € Z3[x]
derivéltja elttinik: p’ = 0. Ez azért baj, mert ilyenkor v = p/Inko(p,p’) = p/p = 1, vagyis nem tudjuk kisziirni a
tobbszorss gyokoket. Pedig lenne mit kisztirni: p = 2° + 2% + 1 = (2 — 1)%, azaz van egy hatszoros gyoke, ¢ = 1.
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Folytatva a fenti lépéseket, legyen u := Inko(p,p’) és v := p/u = p/Inko(p,p’), és tekintsiik a
w := Inko(u, v) polinomot: ez (az u-hoz hasonldéan) éppen a p polinom t6bbszoros gyokeit (faktorait)
tartalmazza, de (v-hez hasonl6an) mindegyiket csak egyszer. Ezeket "kioszthatjuk" a polinombdl: a
v/w polinom immar kizdrdlag p egyszeres gyokeit (faktorait) tartalmazza.
Példa. Ha p = (z — 4)(z — 5)(z — 6)*(x — 7)*, akkor ebbél u = Inko(p,p) = (z — 6)(z — 7),
v=p/u=(x—4)(x—5)(z—6)(z—7), w=Inko(u,v) = (z —6)(z —7) és v/w = (z — 4)(xz — 5).

Ezt a szamitast tovabbfejlesztve nemcsak az egyszeres, hanem a kétszeres, haromszoros stb.
gyokoket (faktorokat) is kiilonvalogathatjuk. Példaul a kétszeres faktorokat ugy kaphatjuk meg,
hogy a fenti u-nak — amelyben minden multiplicitas eggyel alacsonyabb, mint p-ben — kiszamitjuk az
egyszeres faktorait. Ezt megfelelGen folytatva eljuthatunk a kévetkezs felbontasig:

5.3. Definicié. Egy p € K[z] polinom négyzetmentes felbontasa

2 3 m
p = alazag .. 'am,

ahol minden a; € K[z] négyzetmentes, és paronként relativ primek (azaz Inko(a;, a;) konstans).

Négyzetmentes faktorizacio: Példa. Ha p = (¢ — 4)( — 5)(x — 6)%(x — 7)*, akkor az
Bemenet: p € R[z] algoritmus a kovetkez6 polinomokat szamitja ki:
Kimenet: a;,as,...,a; € Rlz] Ciklus elstt: u=(x—6)(z—7)7
u := Inko(p, p') v=(r—4)(x—-5)(x—6)(xr—T7).
7.’3:]0/“ L.ociklus: w=(x—6)(z—7), a = (z—4)(x—05),
1:=1 u=(z—-7)?% wv=(x—-6)(x—-7)
ciklus amig u nem konstans 9 ciklus: w=(x—7), a = (x—06),

w = lnko(u,v) u:($_7)’ U:(:L'—7)-

?l’ ::.v/w 3. ciklus: w=(r—T7), az=1,

i=1i+1 u=1 v=(x—-7).

= u/w Ciklus utéan: as= (. —7).

vi=w
e a1 = (v —4)(x —5), ag = (z —6), a3 =1, ay = (x — 7),
4y = ay - u p=aasaja; = ((z —4)(xz = 5))(z — 6)°1*(z — 7).

Megjegyzés: mivel a polinomok Inko-ja nem egyértelmt, ezért a fenti algoritmus sem ad egyértelmii négyzetmentes
felbontast, csak asszocialtsagtol eltekintve (minden a;-ra kiilon-kiilon). Viszont az eredménybdl minden esetben
pontosan vissza tudjuk allitani a polinomot (ezt biztositja az utolsé lépésben a fennmarado u konstanssal valod szorzas).

A négyzetmentes felbontéast sokkal hatékonyabb elGallitani, mint a polinom teljes faktorizaciojat.
Ez jol jon példaul a racionalis tortfiiggvények (azaz polinomok hanyadosanak) integralasakor (lasd:

Analizis), ahol altalanos esetben a nevezének éppen a négyzetmentes felbontasara van sziikség.

6. Szerzdo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznélva az alabbi forrasokat:
[1] https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa
[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial_greatest_common_divisor
[3] H. Cohen (1996): A Course in Computational Algebraic Number Theory (chapter 3).
[4] K.O. Geddes, S.R. Czapor, G. Labahn (1992): Algorithms for Computer Algebra (chapters 2, 7 and 8).

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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