Polinommytiveletek

Diszkrét modellek alkalmazasai

Az el6z6 jegyzetben definidltuk a polinomok alapfogalmait. Ebben a jegyzetben arrél lesz szo,
hogy hogyen lehet polinomokon kiilonb6z6 miveleteket végezni — akar kézzel, akar programmal. A
miiveletek alatt elsGsorban az egész szamoknal is ismert alapmiiveleteket értjiik: 6sszeadas, kivonés,
szorzas és maradékos osztés, de lesz szo kifejezetten polinomokra érvényes miiveletekrdl is.

A miiveleteknél azt feltételezziik, hogy a bemend polinomok kanonikus alakban vannak megadva
(pl. p = 22° — 62 + 4, lasd az el6z6 jegyzetet), és az eredményt is ilyen alakban szeretnénk elGallitani.
Szamitogépes abrazolashoz elég az egyiitthatok sorozatat tarolni (a kihagyott tagok helyén 0-kkal),
tipikusan a konstans tagtol kezdve (pl. p = 22° —6x+4 esetén: 4, —6, 0, 2), hogy a k-adfoki egyiitthato
éppen a lista k-adik eleme legyen (ha 0-t6l indexeliink).

1. Osszeadas, kivonas

A legegyszeriibb polinommiiveletek kézé tartozik az dsszeadéas (p+¢) és a kivonas (p—¢q). Ezekhez
semmi méast nem kell tenni, mint az azonos fokszamu tagokat Osszeadni, ill. kivonni. Ha kézzel
szamolunk, akkor célszert egymas alé irni a megfelel tagokat. (Csak arra figyeljiink, hogy a hidnyzo
tagoknak hagyjunk ki helyet, nehogy véletleniil rossz taghoz adjuk hozza.)

1. Példa. Z[z]-ben p = 2% + 2? — 5 és ¢ = 22® — 22 + 1 Osszege:
20° + 2” -5
+ 277 — 2z + 1
22 4 32% — 20 — 4
2. Példa. Z[z]-ben p = 2 + 22° 4+ x és ¢ = 2 + 32 — 22 + 4 kiilonbsége:

2+ 2% +
—(2* + 32 — 22 +4)
— 22+ 3z -4

3. Példa. Az egyiitthatok nemcsak szamok, hanem Z,,-bdl is lehetnek (ahol modulo m kell szamolni,
lasd: Kongruenciék). Zs[z]-ben p = 22* + 2° + 42 + 3 és ¢ = 3z + 42 + 22° + 22 + 1 Ssszege:
2t 4 2%+ 4a? +3
+ 3t + 4 + 2P+ 20+ 1
v+ 2z + 14

Irjuk fel formalisan is a két miivelet szabalyat, azaz hogy hogyan lehet kiszamitani az eredmény
egylitthatoit a bemend polinomok egyiitthatoibol. Legyen py a p polinom k-adfoku egyiitthatoja (ha
nem létezik, mert k > deg p, akkor legyen 0), és hasonléan g-ra, (p + ¢)-ra stb. is. Ekkor:

(p+ Ok = Pk + @,
(P - Q)k = Pk — Gk-
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1.1. Tétel (Gsszeg és kiilonbség fokszama). Ha p,q € K|z], akkor
deg(p + ¢) < max(degp,degq),

deg(p — ¢) < max(degp, degq),
és ha degp # degq, akkor egyenldség (=) dll fenn mindkét esetben.
Példa. A fenti elss két példaban deg(p + q) = 3 = max(3,2) és deg(p — q) = 2 < max(3,3) = 3.
Vagyis az eredmény fokszama nem lehet nagyobb, mint a magasabbfokt polinomé. Kisebb viszont
lehet, ha a két fokszam egyenld, és a fGegyiitthatok éppen kiesnek (mint a fenti 2. és 3. példaban).
Miiveletigény: két n-edfokt polinom 6sszeadasahoz vagy kivonasahoz legfeljebb n+1 elemi 0ssze-

adast vagy kivonést kell elvégezni, tehat ezek a miiveletek linedris id6ben elvégezhetdek.
A polinommiiveletek nagyon hasonlitanak a tobbszamjegyi egész szamok megfelel6 miiveleteire. Példaul:

314 31415 31415 98765
+ 271 + 2717 - 2717 + 1235
585 34132 28698 100000

Ez azért van igy, mert az egész szamok felirhatok a szamjegyeiknek polinomjaként = = 10-zel, pl. 314 = 3-10>+1-10+4.
Az els6 Gsszeadas egy az egyben le is fordithato polinomokra: (322 + x + 4) + (22% + 7z + 1) = 52% + 8z + 5.

A tObbi azonban nem. Az egész szamok Osszeadasdnal ugyanis lehet dtvitel, azaz ha egy szamjegy eredménye
nem fér bele 0 és 9 kozé, akkor az az el6z$ szamjegyet is modositani fogja. Példaul a mésodik Gsszeadas utolsd
szamjegyénél 5 + 7 = 12, amelybdl csak a 2-es lett az utolsé szdmjegy, az 1-est pedig (azaz az atvitelt) hozzdadtuk az
€l6z6 szamjegyhez (2 — 3). Ha ezek polinomok lennének, akkor az utolso egylitthatd maradna 12, az €l6z6 pedig 2.

Az atvitel nemcsak az el6z6 szamjegyet befolydsolhatja, hanem tovabb is gytirtizhet. Példaul a jobb szélsd
Osszeadasnal az utols6 szamjegy atvitele tovabbgyiiriizott az Gsszes tobbi szamjegyre. S6t, ez arra is példa, hogy

— a polinomokkal ellentétben — 6sszeadaskor hosszabb szamot is kaphatunk, mint a hosszabbik bemend szam.

2. Szorzas

Két polinom Gsszeszorzasa mar egy bonyolultabb mitivelet, mint az 6sszeadas és a kivonas: minden
tagot minden masik taggal Ossze kell szorozni, és végiil a megfelel tagokat Osszeadni.
Példa. p = 2° + 202 — 3v 4+ 4 € Z[z] és ¢ = 22° — v + 3 € Z[x] szorzatat ugy szamitjuk ki, hogy p
mind a négy tagjat megszorozzuk ¢ mind a harom tagjaval. Tablédzatos forméaban:
(+) H 7’ ‘ 27° ‘ —3z ‘ 4
222 || 22° 4z | —6x3 | 82°
—z || —2* | —2a3 32% | —4x
33z 622 —9x| 12

Ezutan 6ssze kell adni a tablazatban szerepld 12 tagot, kitevénként csoportositva (vegyiik észre, hogy

az azonos kitevéji tagok atlosan helyezkednek el, mint példaul a fent vastagon kiemelt z3-tagok):
p-q=21"+ (4a* — 2*) + (—62° — 22° + 32°) + (82® + 3% + 627) + (—dz — 97) + 12 =
= 22° 4 32" — 52° + 172° — 13z + 12.
Formélisan igy irhatjuk fel a szorzatpolinom egyes egyiitthatoit:
k
(P @)k =Y PiGh—i = Pok + Prk—1 + - - - + Pr—1q1 + Prdlo-

i=0
Példa. A fenti példaban p - ¢ harmadfoki tagjanak (—5z°) egyiitthatojat igy szamitjuk ki:

(p-q)s =pogs + P12 + D21 +03g0=4-04+(-3)-2+2-(-1)+1-3=—-6—-2+3=—5.
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Ha irdsban szdmolunk, akkor nem a fenti tablazotos format célszert hasznalni, hanem tgy irjuk fel
a sorokat, hogy az azonos fokszami tagok éppen egymas alé keriiljenek, megkonnyitve az 0sszeadast.
Példa. A fenti p és q polinomok szorzatat frasban igy szamithatjuk ki:
(2% +22% — 3z +4)-(22° —2+3)
22° + 42 — 62° + 827
—z* — 22% 4 327 — 4a
- 32° + 62 — 9z + 12
2¢° + 32" — 52® + 172* — 13z + 12

2.1. Tétel (szorzat fokszama). Legyen p,q € K[z|. Ha K integritdsi tartomdny, akkor
deg(p - q) = degp + degyg,

ellenkezd esetben (azaz ha vannak benne nullosztok):

deg(p - q) < degp + deggq.
(Emlékeztets: integritasi tartomany minden ismert szamhalmaz: Z, Q, R, C, valamint primsza-
mokra Z,, lasd az Algebrai struktarak c. jegyzetet.)
Példa. A fenti példaban degp = 3 és degq = 2, és valoban: deg(p-q) =5 =3+ 2.
Példa. Zg nem integritasi tartoméany (pl. nullosztok: 2 - 3 = 0), ezért Zg[z]-ben csak "<" teljesiil:
p=2r+1,¢=3r+1 = p-q=br+1 = deg(p-q)=1<1+1.
Ez azért van igy, mert a nullosztok miatt a méasodfoku tag elttnik: 2z - 3z = 02°.
Példa. A tétel a nullpolinomra is igaz (amelyre deg0 = —oo, lasd az el6z8 jegyzetet):
p=2%¢=0 = p-q=0 = deg(p-q)=—00=2+(—0).

Miiveletigény: két n-edfokt polinom 6sszeszorzasahoz legfeljebb (n+1)% elemi szorzasra és kb.
ugyanennyi 0sszeadasra van sziikség, azaz a polinomszorzas négyzetes futési idej.

A polinomszorzasnak érdemes kiilonvenni azt a specialis esetét, amikor az egyik polinom konstans,
mert ekkor jelentGsen leegyszertis6dik a mivelet: minden egyiitthatot csak meg kell szorozni a
konstanssal. Ekkor a miiveletigény linedris lesz (mint az Osszeadas és a kivonas esetén).

Példa. Ha p = 2* — 32° + 22 — 4 € Z[z] és ¢ = —3, akkor p - ¢-t igy szamithatjuk ki:
(2° =322 +22 —4)-(-3)
—32" + 927 — 62 + 12

3. Maradékos osztas

Ahogy az egész szamok korében nem lehet altalaban osztani (pl. 2/3 ¢ 7Z), tgy a polinomoknéal
sem (példaul z/(z + 1) nem polinom). Viszont ahogy az egész szamoknal, ugy itt is bevezethetjiik a
maradékos osztas fogalméat (vo.: Oszthatosag, primszamok, 1.1. Tétel):

3.1. Tétel (Maradékos osztés tétele polinomokra). Ha K test, a,b € K[x] és b # 0, akkor egyértel-
mden létezik olyan q,r € K[z], hogy a = qb+ r és degr < degb.

3.2. Definici6. A fenti tételben ¢ az a és b hanyadospolinomja, r pedig a maradékpolinomja.
Példa. Ha o = 22° + 22 — 20 — 1 és b = 22 — 22 + 1, akkor ¢ = 20 + 5 és r = 6x — 6, mert
a=22"+12°—22—1= (20 +5)(2* — 22 + 1) + (62 — 6) és deg(6z — 6) < deg(x® — 2z + 1).



Fontos, hogy a maradékos osztéas altalaban csak test f6lott miikodik. (Emlékeztets: testben az
osztas mindig elvégezhets, pl. Q és R test, de Z nem az, lasd az Algebrai strukttrdk c. jegyzetet.)
Példa. a = 2* + 3 és b = 22 hanyadosa ¢ = 1/2 - x, maradéka r = 3. Az osztas tehat nem mindig
végezhetd el Z[x|-ben, csak Q[z]-ben, mert (mint latni fogjuk) b fGegyiitthatojaval kell hozza osztani.
Példa. De mas test f5lott is miikddik: Zs[z]-ben a = 2 + 3 és b = 2 hanyadosa ¢ = 3z, maradéka
r =3 (hiszen Zs-ben 2 ' = 3).

Sage-ben a maradékos osztés ugyantgy miikodik, mint egészekre (// és %):

sage: P.<x> = QQ[] # ZZ[] nem jo!

sage: a = 2*%x"3 + x72 - 2%x - 1; b =x72 - 2%x + 1
sage: a // b

2%x + 5

sage: a h b

6*xx - 6

Vigyazat: a sima osztéast (/) itt is keriiljiik, mert nem polinom tipust lesz az eredmény:

sage: a / b # nem polinom az eredmény
(2%x7°2 + 3xx + 1)/(x - 1)

sage: (b*x"2) / b # akkor sem, ha annak tinik!

x"2
sage: _.degree() # nem mikodik, mert nem polinom tipusi
[...]

AttributeError: ’[...]° object has no attribute ’degree’

Irasban nagyon hasonloan lehet polinomokat maradékosan osztani, mint tobbszamjegytd egész
szamokat. Az osztandobol, a-bol kiindulva, minden lépésben levonjuk beléle az osztonak, b-nek azt
a t0bbszorosét, hogy a féegyilitthatd éppen eltlinjon, ezaltal a maradék fokszama kisebb legyen. Ezt
addig folytatjuk, amig a fokszdm degb ald nem csckken, és akkor megkaptuk a maradékot.

1. Példa. Induljunk ki a fenti a = 22° + 22 — 22 — 1 és b = 2® — 2z + 1 polinomokbol. Az elsé 1épés
az, hogy eltiintetjiik a legnagyobb fokszamu tagot (22°). A két f6tag hanyadosa 22°/x? = 2z, ezért
b-nek a 2x-szeresét kell levonni az elsd 1épésben:
(22° +a2*—2r —1):(2*-20+1)=2x
—( 22 — 42 4 22 )
5r2 — dr — 1

Az egyenldségjel (=) utan gytjtjik a hanyados tagjait, azaz b aktudlis szorzoit (2z). A masodik
sorban b-t visszaszoroztuk 2z-szel, majd ezt kivontuk az elsé sorbél. Innen folytatva, az aj fétagok
hanyadosa 527 /2 = 5, ezért b-nek most az 5-sz0rosét kell kivonni (és a hanyados kévetkezd tagja 5):
(22° +a2® —2r —1):(2*—2r+1)=22+5
—(22° —42* + 27)

Sa? —4x — 1
—(52% — 10z + 5)
6x — 6

Innen mar nem tudjuk folytatni, mert az eredmény fokszama a osztd fokszama ald csokkent. A

maradék tehat » = 62 — 6, a hanyadost pedig a szorzokbol gytjtottik ossze: ¢ = 2x + 5.
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2. Példa. Legyen a = 327 — 22 + 1 és b = 2z + 1. Itt a szamolast neheziti, hogy az oszténak nem 1
a fGegyiitthatoja, ezért tortek is megjelennek (pl. 327 /2 = %x)

(32> =2z +1):(20+1)=3z-1
—(32® + 3x2)
—%[E—l—l
(e
1L
4

11

a maradék pedig a konstans polinom r = 5.

7
4

3. Példa. Legyen a = 3z — 72% — 52 4 10 és b = x — 2. Itt figyeljiink arra, hogy hagyjunk ki helyet

Tehat a hanyados ¢ = %x —

a hianyzé masodfoku tagnak (02?), nehogy rossz tagokat vonjuk ki egymasbol:

(32* — 723 — 52 4+10):(z—-2)=32" -2 22 -9
—( 32" — 62° )
_xs
—( =2+ 22%)
— 22% — 5z
—(—22* +4x )

— 92 + 10

—(— 9z 4+ 18)

—8

Tehét a hanyados ¢ = 32° — 22 — 22 — 9, a maradék pedig r = —8.

Miiveletigény: ha az osztd és a héanyados legfeljebb n-edfokt polinomok, akkor a maradékos
osztashoz legfeljebb (n+1)* elemi szorzasra és kb. ugyanennyi kivonasra van sziikség, azaz ez a
mitivelet is négyzetes futasi ideji (mint a szorzas).

A kovetkezd szakasz végén latni fogunk egy mésik modszert is a maradékos osztésra, de az csak

abban az esetben miikodik, ha az oszté x — ¢ alaku els6fokd polinom (mint a fenti utolsé példaban).

4. Kiértékelés

Polinomoknal érdemes kiilon foglalkozni a kiértékelés (vagy behelyettesités) miveletével, azaz
amikor egy adott p polinomra és ¢ értékre kiszamitjuk a p(c) értéket.

Ezt megtehetjiik kozvetleniil a kanonikus alakbol, azaz a p(c) = a,c” + a,_1¢" ' + ... + aic + ag
felirasbol — de ez igy nem hatékony: az a,,c" kiszamitasahoz n szorzés kell, az a,_1¢" '-hez n—1 stb.,
ami Osszesen n + (n—1) + ...+ 2+ 1 =n(n+1)/2 szorzas, és kell még n Gsszeadas. (Ez példaul egy
tizedfokd polinomra 55 szorzéast és 10 Osszeadast jelent.)

Ezt javithatjuk gy, ha jobbrol balra szamolunk, és mindig megjegyezziik az utolso ¢* értéket,

M1 hez mar csak plusz egy szorzas kell: ¢*™! = ¢ . ¢. Igy sszesen csak 2n—1

mert akkor a kovetkezs ¢
szorzas és n Osszeadas kell (ami tizedfoka polinomra 19 szorzés és 10 Gsszeadas).

Ennél is hatékonyabb a Horner-maddszer (vagy Horner-elrendezés), amely a polinomot kieme-
lések sorozataval olyan alakra hozza, amelybdl nagyon hatékonyan lehet kiértékelni. Ehhez emeljiink
ki z-et minden tagbol, amelybdl lehet, majd a zardjelben kapott kifejezésben ezt ismételjiik meg, és

ezt addig folytassuk, amig minden kitevd el nem tiinik. Példaul:
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p=2x"4+32%— 2% —4r+3 =
= (22 +32* — 22 —4)x + 3 =
= (222 + 3z —2)z —4)r +3 =
=(((2x+3)xr —2)z —4)x + 3.
Altalaban ez a kovetkezs atirast jelenti:
D= ant" + Uy 12" F o™ 4 e + ax +ag =
=((-..((apz + ap_1)x + an_2)x + ...+ az)x + ai)x + ap.
Ebbdl a felirasbol a behelyettesités hatékonyan elvégezhetd: minden 1épésben megszorozzuk az egyik
zéarojeles kifejezést (legelGszor a,-et) x-szel (vagyis c-vel), majd ehhez hozzaadjuk a kévetkezs egytitt-
hatot, és igy megkapjuk a kovetkezd zarojeles kifejezést; ezt folytatva a legvégén eljutunk a teljes
helyettesitési értékhez. Ehhez tehat 0sszesen csak n szorzas és n Osszeadas kell.

Horner-modszer:

Bemenet: a polinom ag,aq,...,a, egyiitthatoi és a c érték
b:=a,
ciklus k£ = n—1-tdl 0-1g
| bi=b-ctay
L Kimenet: b

Itt a b valtozd menet kdzbeni értékei a fenti feliras egy-egy zéardjeles részkifejezését adjak, példaul

az els6 lépés utan b = a,c + a,_1, aztan b = (a,c + a,_1)c + a,_o stb.

(Megjegyzés: a nullpolinomra igy ez az algoritmus nem miikodik, mert annak nincsenek egyiitthatoi. Ezt megold-
hatjuk gy, ha egyetlen nulla egyiitthatot adunk meg: n = 0 és ag = 0. Altalaban is igaz, hogy az algoritmushoz nem
kell, hogy a,, # 0 legyen, azaz lehetnek folosleges 0-k az egyiitthatolista végén.)

Példa. Legyen p = 32" — 72® — 52 4 10 és ¢ = 2. Ekkor a Horner-elrendezés igy néz ki:
p=(((3z = 7)x + 0)z — 5)z + 10,
vagyis a b valtozo a kovetkezd értékeket veszi fol az algoritmus soran:
b:=3,
=0-2—-T7=—1,
b:=b-2+0= -2,
b:=b-2—-5=-9,
b:=0-2+10=-8 — p(c)=-8.
Irasban a Horner-modszert a kovetkezd téblazatos formaban célszerd végrehajtani. Az elsé
sorban felirjuk a polinom egyiitthatoit (a hidnyzo egyiitthatok helyére 0-t irunk), a harmadik sorban
kiszamitjuk a b értékeket a folotte 1évs szamok Gsszegeként (az elsé oszlopban ez csak a f6egyiitthato),

a masodik sorban pedig az el6z6 b érték c-szeresét irjuk.
Példa. A fenti p = 32* — 72® — 52 + 10 polinom esetén ez igy néz ki:
3 =7 0 =5 10
c=2 6 —2 —4 -—18
3 -1 -2 9] -8 — p(2)=-8

Azaz a 3-at lemasoljuk a vonal ala, megszorozzuk ¢ = 2-vel (6), Osszegezziik a masodik oszlopot

(=746 = —1), az eredményt ismét megszorozzuk ¢ = 2-vel (—2), és igy tovabb cikkcakkban.
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A Horner-médszer azonban nemcsak a helyettesitési érték kiszamitasara alkalmas. Hasonlitsuk
Ossze a fenti b-értékeket (a tablazat harmadik sorat) a maradékos osztasnal bemutatott 3. példaval,
ahol ugyanezt a polinomot osztottuk el b = x—2-vel. Vegyiik észre, hogy az utolso b-érték (—8) éppen
az osztas maradéka: r = —8, az el6z6 b-értékek (3, —1, —2,—9) pedig éppen az osztas hanyadosanak
egyiitthatoi: ¢ = 32 — 22 — 20 — 9. Ez igaz altalaban is:

4.1. Tétel. Ha p € Klz] és ¢ € K, akkor p = a,2" 4+ ... + a1x + a9 és b = © — ¢ maradéka a
p(c) konstans polinom, hdinyadosa pedig ¢ = bp,_12™ "+ ...+ byx + by, ahol a by-k a Horner-mddszer
algoritmusdban szerepld b vdltozo menet kozbeni értékei, azaz b,_1 := a, €s by := bgr1¢+ Apy1-

(A maradékra vonatkozo allitas bizonyitasa egyszert: a maradékos osztés tétele miatt (lasd fent) p = (x —c¢) g+,
ahol degr < degb = 1, azaz a maradék konstans polinom. Ebbe c-t behelyettesitve megkapjuk a kivant allitast:
p(c) = (¢ —¢) q(c) + r = r. A hanyadosra vonatkozé allitas picit bonyolultabb, ezért azt itt nem bizonyitjuk.)

5. Algebrai derivalt

Analizisbél ismerjiik a derivalt fogalméat, amelynek polinomokra is hasznos tulajdonsagai vannak.
[tt azonban nem szeretnénk az analizis eszkoztarat (pl. hatarérték, folytonossag) hasznélni, bizonyos
esetekben pedig nem is tudjuk (mert a diszkrét struktarakban, mint Z vagy Z,,, nincs folytonossag).

Ezért ahelyett, hogy levezetnénk a derivaltat analizisbdl, inkabb egyszertien csak definidljuk:
5.1. Definicio. Legyen p € K|[z] egy n-edfoku polinom:

p=anx" + ... +apz® + ..+ ax® + a1z + ap.
Ennek algebrai derivaltja a kovetkezs p’ € K|x] polinom:

/

pi=na " 4.+ kape* '+ ...+ 2a0x + aq,
ahol a kay, szorzat a k-tagt ay, + ay + ... + a;, Osszeget jelenti. (p' kiejtése: "p vesszs".)
Példa. A p = 2 + 22 — 3z + 5 € Z[z] polinom algebrai derivaltja p’ = 32% + 42 — 3.

Megjegyzés: az "algebrai" jelzé arra utal, hogy ez a derivaltfogalom analizis nélkiil is miikodik.
Megjegyzés 2: a fenti definicioban a kay szorzat jelentését azért kellett megadni, mert az aj egyiitthatok nem
feltétleniil szamok, hanem egy tetszdleges K gy(riibsl vannak, azt pedig eddig nem definialtuk, hogy azokat hogyan
kell megszorozni egy szammal (a kitev6ben ugyanis mindig egész szamok vannak, barmilyen gytriibél is vannak az
egyiitthatok). Peldaul Zs[x]-ben p = 22° algebrai derivaltja p’ =522 = 242+ 2+ 24 2)2? = To* = 2.
Megjegyzés 3: a definiciobol ugy tinik, hogy egy n-edfoku polinom derivaltja n—1-edfokt. Ez valos polinomokra
(R[z]) igaz is, de Z,,[r]-ben nem mindig (még akkor sem, ha Z,, test): pl. a p = 2® + 2% + 22 + 1 € Z3[z] harmadfokt
polinom derivaltja csak elséfoki: p’ = x + 2, ugyanis p’ masodfoki tagja Zs-ban elttint: 3 - Tz? = (T +1+1)a? = 022
Sé6t, az is elsfordulhat, hogy a teljes polinom elttinik, pl. p = 2° + 2% + T € Z3[z] derivaltja p’ = 0.
Sage-ben egy polinom derivaltjat a p.diff () tagfiiggvény szamitja ki.
5.2. Tétel (az algebrai derivalt tulajdonsagai). Bdrmely p,q € K|x] polinomra és ¢ € K konstansra:
d=0;
' =1 (= K egységeleme);
S p+a) =p+d;
q) =p —dq;
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Az algebrai derivalt kiszédmitasa a definicié alapjan trividlis, csak meg kell szorozni az egyiitt-
hatokat a megfelel6 konstansokkal (és eltolni az indexiiket eggyel). Ehhez Gsszesen n szorzasra van
sziikség, tehat ez a mivelet is linedris.

Néha azonban nem magéra a p’ polinomra van sziikség, hanem csak egy helyettesitési értékére egy
adott ¢ helyen, azaz a p'(c) értékre. Ezt nyilvan kiszamithatjuk ugy, hogy eléallitjuk p'-t a definicio
alapjan, majd ezt kiértékeljiik a ¢ helyen a fenti Horner-modszerrel. Ehhez Gsszesen 2n szorzasra és
n Osszeadasra van sziikség (valamint memoriara, ha a p'-t eltaroljuk).

De p/(c)-t ki lehet szamitani méasképpen is: a Horner-modszer kiterjeszthetd ugy, hogy a p(c)-vel

egylitt kiszamitsa p'(c)-t is, a p’ kiszamitasa nélkiil. Erre a kovetkez6 tétel ad lehetGséget:

5.3. Tétel. Hao p € Klz|, ¢ € K és p-nek az (x — c)-vel vett maradékos osztdsinak hdnyadosa
q € K[z], azaz p = (x — ¢) ¢ + p(c), akkor p'(c) = q(c).

(Bizonyitas: p' = ((z — ¢) g + p(c)) = g+ (x — ¢) ¢, ebbe c-t helyettesitve kijon, hogy p’(c) = q(c).)

Fent lattuk, hogy a Horner-modszer automatikusan kiszamitja g-t is, tehat ha abbdl egy tjabb
Horner-modszerrel kiszamitjuk ¢(c)-t, akkor ez a tétel szerint megegyezik p'(c)-vel. Raadasul ezt a két
lépést egyszerre is végezhetjiik, azaz nem kell eltarolni a teljes g-t. (Ennek a mitiveletigénye Gsszesen
kb. 2n szorzas és 2n Osszeadas, tehat ha a p(c)-re amugyis sziikséglink van, akkor ezenfeliil mar csak
n szorzas és n Osszeadas kell p’(c)-hez, ami hatékonyabb, mint p’ kiszdmitasa és kiértékelése.)

Példa. p = 32* — 72® — 52 + 10 és ¢ = 2 esetén a dupla Horner-moédszer igy néz ki:

3 -7 0 -5 10 <+ p=3*—T72"-5x+10
c=2 6 —2 —4 —18

3 -1 -2 9| -8 «— g=3"-2"-20-9, p(2)=-8
c=2 6 10 16

3 5 8| 7 — q@)=p2) =7

Dupla Horner-maédszer:

Bemenet: a p polinom ag,aq, ..., a, egylitthatoi és a c érték
b:=a,
d:=0

ciklus k = n—1-t41 0-ig
d:=d-c+b
L b:=b-c+ay
| Kimenet: (b,d) — azaz (p(c),p'(c))

6. Cyclic redundancy check (CRC)

Amikor adatot tovabbitunk egy fizikai csatornan keresztiil (példaul vezetékben vagy radiojelek-
kel), akkor el6fordulhatnak adatéatviteli hibak, azaz hogy nem pontosan ugyanaz az adat érkezik meg,
mint amit elkiildtiink. Hogyan tudjuk észrevenni az ilyen hibakat?

Ehhez redundancidat hasznalunk: az iizenetet kiegészitjiik egy tun. ellenérzé koddal, amely j
informaciot nem tartalmaz, de segit ellenérizni, hogy az atvitt adat helyes-e. Ha ugyanis a tovabbités
utan az ellenérzé kod nem felel meg az iizenetnek, akkor biztosak lehetiink benne, hogy vagy az

lizenet, vagy az ellenérzé kod (vagy mindkettd) hibas.
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Erre egy egyszerd példa a paritasbit: a kiildendd iizenetet, ami egy bitsorozat, egy 1j bittel
egészitjiik ki a kovetkez6képpen: ha az iizenetben paros szamu 1-es bit volt, akkor 0-t frunk a végére,
ha pedig paratlan, akkor 1-et. Igy a végeredményben mindenképpen paros szami l-es bit lesz.
Példaul: 0101 — 01010, ill. 1101 — 11011. Ha a csatorna masik végén azt kapjuk, hogy 11010, akkor
az biztosan hibas, mert paratlan sok 1-est tartalmaz. De hogy hol a hiba, azt nem tudjuk, mert a
fenti két bitsorozat barmelyikébdsl megkaphattuk egy bit megvéltozasaval. Ezzel a modszerrel mindig
észrevessziik, ha egyetlen bit romlik el, de kett6t méar nem (mert attol paros marad az 1-esek szdma).

Az alabbiakban bemutatjuk a Cyclic Redundancy Check (CRC) nevii modszert, amely a
paritasbitnél jobb megoldast ad hibadetektalasra.

A CRC a bitsorozatokat polinomokként kezeli, ahol minden egytitthato egy-egy bit (0 vagy 1).
Péld4ul az 101011 bitsorozat az x° + 2° + x + 1 polinomnak felel meg (az utolsé bit a konstans tag,
az azel6tti az els6foku tag, és igy tovabb). A polinomok Zs|x]-ben vannak, azaz minden szémolas
modulo 2 torténik, pl. 1+1 =0, 0—1 = 1 stb. Ebbdl kévetkezik, hogy barmely polinomra p+p =0
(Pl (22 + 1)+ (2*+1) = (1 + 1)z® + (1 4+ 1) = 0), tehat p = —p, ezért az Osszeadds megegyezik a
kivonassal: p — ¢ = p+ (—q) = p + ¢q. Ez az 6sszeadas/kivonés leirhato a bitenkénti "kizaro vagy"
(XOR, @) logikai mivelettel is (pl. 1 +1 =0 — "igaz" @ "igaz" = "hamis").

A CRC {6 miivelete a polinomok maradékos osztasa Zs|x]-ben. Az osztd egy rogzitett g € Zy[x]
polinom, a CRC generatorpolinomja. Ha n := degg (azaz g bitsorozata n+1 bitbdl all), akkor
n-bites CRC-rdl beszéliink (jelolés: CRC-n), mert g-vel osztva a maradék belefér n bitbe (hiszen
legfeljebb n—1-edfoku).

CRC iizenetkiildés:

Bemenet: m € Z,[z], a tovabbitando tizenet (amit bitsorozatként kezelink)

Szamitsuk ki az ma™ polinomot (azaz irjunk m végére n darab nulldt)
c:=mz" mod g (ahol ¢ az ellendrzdé kod, "check")

Elkiildott kodszo: ma"™ + ¢ (azaz irjuk m végére az n-bites c-t)

CRC ellenérzés (1. modszer):

Bemenet: ma" + ¢ € Zy[z], a megkapott kodszo (lasd fent)
Bontsuk fel a kodszot m-re és c-re (azaz vilasszuk le az utolsé n bitjét)
' :=mz" mod g

ha ¢ # ¢ — hibds

CRC ellenérzés (2. mddszer):

Bemenet: ma" + ¢ € Zy[z], a megkapott kodszo (lasd fent)
e := (mz" +¢) mod g
ha e # 0 — hibds

A két ellen6rz6 modszer ekvivalens, mert ha ma"™ maradéka c, azaz mx™ = gg+ ¢, akkor atrendezve mz" — ¢ = qg;
de Zs[x]-ben a kivonas ugyanaz, mint az osszeadas, ezért ma"™ — ¢ = ma™ + ¢, vagyis g | ma™ + ¢, tehat ekkor ma”™ + ¢
valoban nullat ad maradékul g-vel osztva.

Példa. Legyen a generator ¢ = x* + 2 4 1, bitsorozatként ¢ = 10011 (ekkor n = 4), és legyen
az iizenet m = 11000101. A kiildéshez eléallitjuk az mz" = 11000101/0000 polinomot (azaz m-hez
hozzairunk négy nullat), és ezt elosztjuk maradékosan g-vel (a lenti bal oldali osztas). A maradék
c = 110, n-bitesre kiegészitve ¢ = 0110, ezt hozzéfiizziik az iizenet végére: ma"™ + ¢ = 11000101/0110,

és ez lesz a kodszo, amit elkiildiink. A fogado fél ezt ugy ellendrzi, hogy elosztja g-vel (a lenti jobb
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oldali osztés), és mivel a maradék 0, ezért az tizenetet helyesnek talalja. (Még egyszer: ezek nem
binaris szamok, hanem polinomok Zs|[x]-ben, amelyekre a fent targyalt maradékos osztas modszerét

hasznaljuk, csak nem irjuk ki az z-eket. A kivonas tehat valojaban "kizaro vagy" (XOR).)

Kiildés (ma™ mod g): Ellenérzés (maz" 4 ¢ mod g):
110001010000 mod 10011 110001010110 mod 10011
—10011 —10011
10111 10111
—10011 —10011
10001 10001
—10011 —10011
10000 10011
—10011 —10011
110 00

A CRC elénye, hogy ezeket a polinommiveleteket egy szamitogép nagyon hatékonyan el tudja

végezni, mert csak bitsorozatokat kell manipulalni, amiben a szamitogépek amugy is jok.

Sajnos elkeriilhetetlen, hogy az ellenérzés néha hibas {izeneteket is helyesnek taldljon. A cél olyan g generator-
polinom keresése, hogy ez minél ritkabban fordulhasson el6. A hibas atvitel matematikailag tgy irhato le, hogy az
elkiildott mz™ + ¢ kodszo helyett mz™ + ¢ + e érkezik meg, ahol e a hibapolinom, azaz amelyben 1-esek jelzik az
elromlott bitek helyét (ugye XOR-ban egy 1-es bit éppen megforditja a masik bitet). Ha nem vessziik észre a hibat, az
azért van, mert g | ma" + ¢+ e (ekkor lesz 0 a maradék), kovetkezésképp ¢ | e (mivel a helyes kodszora is g | ma™ +¢).
Egy jo g tehat olyan, amely a gyakorlatban eléfordulé hibamintazatokra minél ritkdbban osztja e-t.

A generatorpolinom (g) kivalasztasanak néhény szempontja:

1. A fokszama (n) megegyezik az ellendrzébitek szamaval, ezért minél nagyobb, annal kisebb lehet a tévedés

valoszintisége (véletlen bitsorozatot 1/2" valoszintiséggel talal helyesnek).

2. A generatorpolinom konstans tagja (utolso bitje) legyen 1, mert:

e Ha 0 lenne, akkor x | g, ezért a ¢ = ma™ mod g utols6 (néhény) bitje is mindig 0 lenne, vagyis annél
kevesebb értékes bitje maradna.

* amit csak g = z' oszthatna).

e Igy minden egybites hiba felismerhets (mert akkor e = x
e Igy minden olyan hiba felismerhetd, ahol a hibas bitek egyetlen n-hosszi részben vannak.
3. Ha x + 1| g (ami ekvivalens azzal, hogy g-nek paros sok 1-es bitje van), akkor minden pératlan sok bitbdl allo

hiba felismerhetd (mert g tobbszoroseinek is paros sok 1-es bitjiik lesz).
A gyakorlatban hasznélt néhany CRC generatorpolinom:
e CRC-32: ¢ = 100000100 11000001 00011101 10110111 (pl. Ethernet, Wi-Fi, PNG);
e CRC-16: g = 110000000 00000101 (pl. USB);
e CRC-1: g =11 (= x4+ 1) — ez ekvivalens a paritasbittel (pl. HDD-k és szamos més hardver).

7. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznélva az alabbi forrasokat:
[1] https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa

| https://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial_long_division

| https://en.wikipedia.org/wiki/Synthetic_division
[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Cyclic_redundancy_check

| W.H. Press et all (2007): Numerical Recipes: The Art of Scientific Computing, Third Edition; chapter 22.4:
Cyclic Redundancy and Other Checksums
Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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