Algebrai struktarak

Diszkrét modellek alkalmazasai

1. Gytrd

Szamos olyan matematikai objektumot ismeriink, amelyekkel a szamokhoz hasonléan lehet mi-
veleteket végezni (pl. Gsszeadni, kivonni, szorozni): matrixok, polinomok, maradékok stb. FEzek
miiveletei kozott sok hasonlosag van (példaul mindegyiknél igaz, hogy a + b = b + a), de vannak
kiilonbségek is (példaul szamoknal a-b = b-a, de ez matrixokra altalaban nem igaz). Az alabbiakban
absztrakciot fogunk végrehajtani: a kiillonb6z6 matematikai objektumoknak csak a kozos tulajdonsé-
gaival foglalkozunk, "elfelejtve" az egyéni jellegzetességeiket. Igy barmilyen megallapitasra is jutunk

altalanosan, az az Osszes konkrét esetre automatikusan teljesiilni fog.

1.1. Definicié (gytirt). Legyen R egy halmaz, és azon két binaris mtvelet: "+" és "-". Az (R, +,)
harmast gytritinek nevezziik [ring|, ha a kévetkezs tulajdonsagok (gytridaziomdk) teljesiilnek:
A. additiv miivelet (+):
zart: YVa,b € R: a+b € R;
asszociativ: Va,b,c € R: (a+b)+c=a+ (b+c);
kommutativ: Ya,b € R: a+b=0+a;
van nullelem: 42 € R:Va € R: a+ 2z = a;

= W0

5. van additiv inverz: Ya € R: 3z € R: a+ x = z (ahol z a nullelem) (z jelolése: —a);
M. multiplikativ miivelet (-):
1. zart: Va, b€ R: a-b € R;
2. asszociativ: Va,b,c€ R: (a-b)-c=a-(b-c¢);
D. "." disztributiv "+4"-ra:
Va,b,ce R:a-(b+c¢)=a-b+a-c N (b+c)-a=b-a+c-a.
Példa. Az egész szamok, azaz (Z,+,-) gytrd, mert teljesit minden fent leirt tulajdonsagot. Az
A/4-ben el6irt nullelem a nulla szam (z = 0), hiszen a + 0 = a, az A/5-beli additiv inverz pedig a

szam ellentettje (z = —a), hiszen a + (—a) = 0.

A tulajdonsagokat harom csoportba osztottuk: az els6 ketts (A és M) a két miiveletrsl szol
kiilon-kiilon, a harmadik (D, azaz disztributivitas) pedig osszekapcsolja a két miiveletet (hogy ne
két egymaéstol fliggetlen miiveletrsl legyen sz6). Lathato, hogy a gytri sokkal kevesebbet var el a
multiplikativ mitivelettsl, mint az additiv miivelettsl. Ez azért van, hogy minél tobbféle objektum
férjen bele a gytiri fogalmaba (péld4ul a matrixok is, ahol a szorzés nem kommutativ). Késébb majd

definidlunk tovabbi algebrai struktturékat is, amelyek a multiplikativ mtvelettdl is tobbet varnak el.

(Megjegyzés: bar a miiveleteket a "+" ésa "-"

jellel jeloltiik, ezek csak jelolések, és altalaban tetszéleges miiveletek
lehetnek, nemcsak Osszeadas és szorzas. Viszont gyakran mégiscsak errdl a két miveletrsl van szo, ezért ilyenkor — kissé
pontatlanul — elhagyjuk 6ket a jelolésbol, példaul (Z,+,-) helyett csak annyit frunk, hogy "Z egy gytri". Tovabba,

ha a mivelet szorzas, akkor annak jelét gyakran elhagyjuk, azaz a - b helyett csak annyit irunk, hogy ab.)



Tovabbi példék gytirtkre:

1. Példa. Az ismert szamhalmazok tobbsége gytiri:
Z=4..,-2,-1,0,1,2,...} (az egész szamok halmaza),
Q=A{a/b|la,beZNb#0} (aracionalis szamok halmaza),
R (a valos szamok halmaza),
C={a+bi|abeR} (a komplex szamok halmaza)

a szokéasos Osszeadéssal és szorzassal. A nullelem minden esetben a 0 szam, egy szam additiv inverze
pedig az ellentettje (—a).
Nem gytri viszont a természetes szaimok halmaza (N), mert ott nincs additiv inverz: példaul nincs

olyan x természetes szam, hogy 2 + z = 0.

2. Példa. Gytirtt alkot az nxn-es matrixok halmaza, pl. R™" (egy rogzitett n-re), a matrixosszeadas
és a matrixszorzas miveletekkel. A gytiri nulleleme a csupa nullabol all6 nullmdtriz, pl. (9 9) € R**2
Egy A € R™"™ matrix additiv inverze a —A € R™" matrix, azaz az A elemeinek ellentettjeibsl allo
matrix (pl. ha A =(2% 1), akkor —A = (2 3')), hiszen ekkor lesz A+ (—A) = (§9).

3. Példa. Gytiriit alkotnak a polinomok is (pl. 37° — 42® + x — 2 € R[z]) — ezekrdl részletesebben a
kovetkezd jegyzetben lesz sz6. A nullelem a konstans nulla polinom (0 € R[z]), egy p polinom additiv
inverze pedig —p = —1-p (pl. ha p = 22 — 3, akkor —p = —22% + 3).

4. Példa. Gytirtit alkotnak a maradékosztalyok is adott m € N* modulusra: Z,, = {0,1,...,m—1}
(lasd a Kongruencidk c. jegyzetet). Emlékeztets: a miiveletek modulérisan torténnek, azaz minden

eredménynek vessziik a maradékat m szerint, példaul Zs-ben 3 +4 =2 ¢és 3-3 = 4. A nullelem a 0

5. Példa. Gytirtt alkot a paros szamok halmaza is: 2Z := {2k | k € Z}. Mivel 2Z C Z, és Z-r6l
méar tudjuk, hogy gytrt, ezért a gytriaxiomak egy része automatikusan 6roklsdik (asszociativitas,
kommutativitas, disztributivitas). A tobbit ellendrizni kell: a miiveletek zartsaga (A/1 és M/1)
teljesiil, mert paros szamok Osszege és szorzata is paros; a nullelem 6réklédik, mert a 0 paros szam;
és az additiv inverz is, mert paros szam ellentettje is paros.

Nem alkotnak gytriit viszont a paratlan szamok (27 + 1), mert ott (t6bbek kozott) mar az Osszeadés
zartsaga (A/1) sem teljesiil: pl. 1 + 3 = 4, azaz két paratlan szam Osszege nem péaratlan.

6. Példa. A kovetkez6 példa azt mutatja be, hogy a gytird két miiveletének nem kell feltétleniil
osszeadasnak és szorzasnak lennie, lehetnek teljesen masok is. Vegyiink egy tetsz6leges H halmazt,
és annak Osszes lehetséges részhalmazat — azaz H hatvanyhalmazat, 2-t (pl. ha H = {a,b}, akkor
2 = {0, {a}, {b},{a,b}}). Ekkor (2, A N) gytirt, azaz H részhalmazai a szimmetrikus differencia
(A) és a metszet (N) miveletével (lasd: Diszkrét matematika I) gytrit alkotnak. A halmazmiiveletek
szabalyaibol ellenérizhetd, hogy minden gytirtiaxioma teljesiil, csak itt az additiv miivelet a A, a
multiplikativ mtvelet pedig a N. Példaul a disztributivitas (elss fele) igy néz ki: VA, B,C € 27 -
AN(BAC)=(ANB)A(ANC). A gytrd nulleleme az tires halmaz, () (hiszen A A ) = A), egy
halmaz additiv inverze pedig énmaga (hiszen A A A = ().

7. Példa. A legegyszertibb gytiri az egyelemii halmaz: {a}, ahol a miiveleteket az egyetlen lehetséges
modon értelmezzik: a +a = a és a-a = a. Ekkor ({a},+,-) gytrd, mert az Osszes gytrtiaxioma
trivialisan teljesiil (pl. kommutativitas: a +a = a + a stb.). A nullelem a halmaz egyetlen eleme (a),

és annak additiv inverze énmaga. Ezt nullgytriinek nevezziik (mert az egyetlen eleme a nullelem).

2



1.2. Tétel (gytirtk tulajdonsagai).
. A nullelem egyértelmi (azaz ha z €s zy is nullelem, akkor z; = z3).

. Az additiv inverz eqyértelmi (azaz ha a-nak x1 €s xs is additiv inverze, akkor xy = x3).

1

2

3. A nullelem additiv inverze onmaga: —z = z.

4. Az additiv inverz additiv inverze az eredeti elem: —(—a) = a.

5. A nullelem a szorzds sordan elnyel minden elemet: Ya € R: za =z N az = z.
(

Ezek mind konnyen levezethetk a gytirtiaxidomakbol. Példaul az els6 abbol adodik, hogy mivel z; nullelem, ezért

21 + 29 = 29, de mivel 25 is nullelem, ezért 21 + 23 = 21, tehat z; = 25.)
A gytird definiciojaban csak két miivelet szerepel (Osszeadas és szorzas), de mi a helyzet a tobbi

alapmtvelettel? A kivonast példaul definidlni tudjuk az Osszeadés és az additiv inverz segitéségével:
1.3. Definicié (kivonas). Egy R gytrtben a,b € R elemekre a — b := a + (—b).
A definiciobol kovetkezik, hogy (a — b) +b = a és (a + b) — b = a, ahogy azt varnank.

(Megjegyzés: ha a gytrd additiv miivelete nem az Gsszeadas, akkor ezt a mtiveletet sem kivonasnak hivjuk, hanem
az adott mivelet inverzének. Példaul a fenti (2H , A\, N) gytriiben a A inverze 6nmaga, mert ott minden elem additiv

inverze is 6nmaga. Hasonloan fogjuk az osztast is definialni a szorzas segitségével, de ehhez tovabbi fogalmak kellenek.)

2. Integritasi tartomany

A gyitird fogalma kell6en altalanos, de bizonyos esetekben sziikség van tovabbi kovetelményekre,
elsGsorban a multiplikativ miveletre vonatkozoan. Ezért bevezetiink még néhany fogalmat.

Minden gytirt additiv miivelete kommutativ, de hasznos lehet, ha a multiplikativ mivelete is az:

2.1. Definicié. Egy R gytri kommutativ, ha a multiplikativ mtvelete (-) kommutativ, azaz
Va,be R: a-b=10b-a.

Példa. A fent felsorolt gytirtik k6ziil majdnem mindegyik kommutativ. A kivétel a matrixok, példaul
ha A= (1 Y)és B=(2%%), akkor AB= (" %), de BA=(39).

A nullelem megfelel§jét is bevezethetjiik a multiplikativ mtiveletre:
2.2. Definicio. Egy R gytri e € R eleme egységelem [identity element], ha

Ya e R: ae=a N ea = a.

sr  ss

Az olyan gytirtit, amelyben van egységelem, egységelemes gytriinek nevezziik.
Példa. Nézziik végig az el6z6 oldalon felsorolt gytriiket, hogy van-e egységelemiik:
1. A szamgytrtik (Z, Q, R, C) egységeleme az 1.
A matrixgytiri egységeleme az egységmdtriz, pl. R**-ben I = (1 9).
A polinomgytiri egységeleme az 1 konstans polinom.
A Z,, egységeleme az 1 maradékosztaly.
A péros szamoknak (27) nincs egységeleme.
A (27, A,N) egységeleme a teljes H halmaz, hiszen minden A € 2% (azaz A C H) halmazra
ANH=Aé HNA=A. (Itt tehat a nullelem (@) és az egységelem (H) a két véglet.)

7. A nullgylri egységeleme az egyetlen elem. (Megjegyzés: ez az egyetlen olyan gytirt, ahol

A ARl o

az egységelem megegyezik a nullelemmel. Nagyobb gytirtikben ugyanis a nullelem elnyelési

tulajdonsaga (za = z) kizarja, hogy egyuttal egységelem is lehessen.)

2.3. Tétel. Az eqységelem eqyértelmii, azaz ha ey €s ey is eqységelem, akkor e; = es.
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A kovetkezd fogalom a szdmok korében ismeretlen, és altalaban szeretnénk elkeriilni:

2.4. Definicié. Egy R gytri a € R\ {z} eleme nulloszto [zero divisor|, ha
dbe R\{z}:ab=2 V ba =z,
ahol z a nullelem. Egy gytirti nullosztémentes, ha nincs benne nulloszto.

Masképpen: R nullosztémentes, ha ab = z csak ugy lehet, ha a = z vagy b = z. A szamok kdrében
nincsenek nullosztok, mert ha ab = 0, akkor a = 0 vagy b = 0. Ezt a tulajdonsigot az egyenletek
megoldasanal sokszor hasznaltuk, hiszen ez garantélta, hogy ha pl. (z — 1)(x — 2) = 0, akkor x = 1
vagy = = 2, és mas megoldas nem lehet. A nullosztok ezt jelentGsen megnehezitenék.

Példa. A matrixok kérében (33)- (4 4) =(939), azaz (33) és (4 1) nullosztok R***-ben.
Példa. Zg-ban 2-3 =0 (mert 2 -3 = 6), azaz 2 ¢és 3 nullosztok Zg-ban.
2.5. Tétel (nullosztok Z,,-ben).

1. @ € Ly, akkor és csak akkor nullosztd, ha @ # 0 és Inko(a, m) # 1.

2. Ly -ben akkor és csak akkor van nulloszto, ha m dsszetett szam.

Tehat primszamokra Z, nullosztémentes.

Nagyon hasznosak lesznek az olyan gytirik, amelyekre mind a hédrom fenti tulajdonsag teljesiil:

2.6. Definicio. Az R gyfrit integritasi tartomanynak nevezziik |integral domain|, ha
0. legalabb két eleme van;
1. kommutativ: Va,b € R : ab = ba;

2. egységelemes: de € R:Va € R: ae =a N ea = a;
3. nullosztomentes: Va,b € R\ {z}: ab# z A ba # 2.

Példa. A négy alapvetd szamgytirid (Z, Q, R, C) integritéasi tartomany.
Példa. Integritasi tartomanyok a polinomgytrik is, ha az egyiitthatok szamok (Z[x], R[x] stb.).
Példa. Z,, akkor és csak akkor integritasi tartomény, ha m primszam.

(A "legalabb két eleme van" feltétel azért kell, hogy kizarja a nullgytrtt, ezaltal garantalja, hogy az egységelem

ne lehessen azonos a nullelemmel, ami késébb f6losleges bonyodalmakhoz vezetne.)

3. Test

Egy fontos tulajdonsag még hatravan: az additiv inverz (—a) megfelelGje szorzésra:

3.1. Definicié. Egy R egységelemes gytiriiben a € R multiplikativ inverze z, ha
ar =e N\ xa = e,

ahol e az egységelem. Jelolés: x = a~'. (Néha jelzé nélkiil inverznek is nevezik.) Az olyan elemet,
amelynek van multiplikativ inverze, invertalhatéonak nevezziik.
Példa. 2 € Q multiplikativ inverze 1/2 € Q, mert 2-1/2 = 1. Altalaban a € Q \ {0} inverze 1/a.
Példa. Z-ben csak 1 és —1 invertalhat6 (mindketts inverze énmaga).
Példa. Az A = (}2) € R”® métrix multiplikativ inverze A™" = (7 2 ), mert AA™ =T =(}9) és
A7'A = 1. Nem invertalhat6 viszont a B = (1 2), mert det B = 0.
Példa. 3 € Zy, multiplikativ inverze 7, mert 3 -7 = 1. Altalaban Z,,-ben a multiplikativ inverz

egybeesik a moduldris inverz fogalmaval (lasd: Kongruencidk), azaz pontosan azon @ € Z,, elemek

invertalhatoak, amelyekre Inko(a, m) = 1. Tehat Zo-ben pontosan 1, 3, 7 és 9 invertalhato.
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3.2. Tétel (a multiplikativ inverz tulajdonséagai).
A multiplikativ inverz egqyértelmi.
Az eqységelem multiplikativ inverze dnmaga: e ' = e.

A multiplikativ inverz multiplikativ inverze az eredeti elem: (a™ )™ = a.

e e~

A nullelem nem invertdlhato.

5. Nulloszto nem invertdlhato.
Most mér definialhatjuk a gytird melletti méasik legfontosabb algebrai struktarat:

3.3. Definicio. Az R gyfirtt testnek nevezziik [field|, ha
legalabb két eleme van,
kommutativ,

egységelemes és

W= o

minden eleme invertalhato, kivéve a nullelemet.

Vegyiik észre, hogy minden test egytttal integritasi tartomany is, mert a definicioik csak a 3-as

pontban térnek el, és invertalhatd elem nem lehet nulloszt6 (a fenti tétel alapjan).
(A 3-as pontban azért zartuk ki a nullelemet, mert az semmilyen gytriiben nem lehet invertalhato, hiszen barmely

elemmel szorozzuk meg, a nullelemet kapjuk vissza. Ez annak felel meg, hogy a szdmoknal nem lehet 0-val osztani.)
Példa. Az eddig ismert gytirtik koziil a kovetkezsk testek:

1. Q, R és C — ezeket hivjuk szamtesteknek.

2. Z,, ahol p primszam, mert ott a 0-n kiviil minden elem invertalhato.

Nem test viszont a Z, az egész szamok halmaza, mert ott csak az 1 és a —1 invertalhato.

s,

c stz

definici6jahoz hasonl6 formaban:

3.4. Definicié (test). (F,+,-) test |field], ha a kévetkezs tulajdonsagok (testaziomdk) teljesiilnek:
A. additiv miivelet (+):
1. zart: Va, b€ F': a+be F,
2. asszociativ: Va,b,c € F': (a+0b)+c=a+ (b+c¢);
3. kommutativ: Va,b € F: a+b=0+ a;
4. van nullelem: 42 € F':Ya € F: a+ 2z = a;
5. van additiv inverz: Yo € F': 3z € F': a + x = z (ahol z a nullelem);
M. multiplikativ mitivelet (-):
1. zart: Va, b€ F: a-be F;
2. asszociativ: Va,b,c € F': (a-b)-c=a-(b-c);
3. kommutativ: Ya, b€ F : a-b=10b"a;
4. van egységelem: de € F'\ {z}:Va € F: a-e=aq;
5. van multiplikativ inverz: Va € F'\ {z} : 3z € F : a-x = e (ahol e az egységelem);
D. "." disztributiv "4"-ra:
Va,bce F:a-(b+c¢)=a-b+a-c.
Lathato, hogy a testnél, a gytrtvel ellentétben, a multiplikativ miivelettél is pontosan ugyan-
annyit varunk el, mint az additivtol. (Kivéve a nullelem invertalhatosagat, mert az lehetetlen.)

(Megjegyzés: a szorzas kommutativitdsa miatt bizonyos tulajdonségok leegyszertisodtek a gytirt
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Testekben mar definidlni tudjuk a negyedik alapmiiveletet is (hasonléan a kivonashoz, lasd a
gytirtknél fent):
3.5. Definicié (osztas). Egy F testben az a,b € F, b # z elemekre a/b := ab™'.
Példa. Q-ban ez azt jelenti, hogy 5/2 =5-2"1 =5 (1/2).

A definiciobol kovetkezik, hogy (a/b)b = a és (ab)/b = a, ahogy azt varnank.

4. Gytrik Sage-ben

Sage-ben a szamgytrtkre (Z, Q, R, C) dupla bettikkel hivatkozhatunk (a matematikai dupla-

vonalas betiikre utalva):

sage: ZZ

Integer Ring

sage: QQ

Rational Field

sage: RR # RR és CC csak kozelitdleg abrazolhatd, ezért keriilenddk
Real Field with 53 bits of precision

A gytriik nevét hasznalhatjuk tipuskonvertalasra:

sage: type(QQ(12)) # ZZ -> QQ konvertiléas

<class ’sage.rings.rational.Rational’>

sage: type(6/3) # tort mindig QQ-ban van, akkor is, ha egész szam
<class ’sage.rings.rational.Rational’>

sage: type(ZZ(6/3)) # de konvertadlhatd ZZ-be

<class ’sage.rings.integer.Integer’>

sage: ZZ(2/3) # ez viszont nem

[...]

TypeError: no conversion of this rational to integer

sage: RR(2/3) # QQ -> RR: kerekitéssel jar, ezért keriilendd

0.666666666666667
Matrixgytirtket (pl. Z**?) a Mat () fiiggvénnyel hozhatunk létre:

sage: Mat(ZzZ, 3) # 3x3-as egész matrixok
Full MatrixSpace of 3 by 3 dense matrices over Integer Ring
sage: M = Mat(ZZ, 3)

sage: M([[3,1,-4], [2,5,6], [1,4,8]])

[3 1 -4]

[2 5 6]

[1 4 8]

sage: M.one() # egységelem

[1 0 0]

[0 1 0]

[0 0 1]



A Z,, gytrtt a Zmod (m) fiiggénnyel hozhatjuk létre:
sage: Zmod(10)

Ring of integers modulo 10
sage: Z10 = Zmod(10)

sage: Z10(34) # ZZ -> Zmod(10) konvertaléas

4

sage: Z10(34) * 13 # a 13-at mar automatikusan konvertalja
2

sage: type(Z10(34))

<class ’sage.rings.finite_rings.integer_mod.IntegerMod_int’>

Az a € Z,, elemeket egyszertibben is létrehozhatjuk a mod(a, m) fliggvénnyel, amely ekvivalens a
Zm = Zmod(m); Zm(a) konverzioval, csak nem kell hozzé létrehozni a Zmod (m) gytriit. Ezt azonban

ne keverjiik a % mtvelettel, amely egész szamot ad vissza:

sage: mod(34, 10) # ugyanaz, mint a fenti Z10(34)

4

sage: mod(34, 10) -~ 2 # moduldrisan szamol tovabb

6

sage: (34 % 10) ~ 2 # NEM ugyanaz: egész szamként szamol tovabb
16

sage: type(mod(34, 10))

<class ’sage.rings.finite_rings.integer_mod.IntegerMod_int’>
sage: type(34 % 10)

<class ’sage.rings.integer.Integer’>

A véges gytiriiknek (pl. Z,,) fel tudjuk sorolni az elemeit:

sage: list(Zmod(10))
o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]
sage: for a in Zmod(5):

C print(a, a~2)

5. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznalva az alabbi forrasokat:
[1] https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa
[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Ring_(mathematics)
[3] https://en.wikipedia.org/wiki/Integral_domain
[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Field_(mathematics)

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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