Primtesztelés

Diszkrét modellek alkalmazasai

Az eddigiekben sokat foglalkoztunk primszamokkal. Példaul az RSA-nal vagy a Diffie-Hellman-
kulcscserénél sziikségiink volt nagy méretd (t6bb ezer bites) primszamokra. De hogyan tudunk
ilyeneket elGéllitani?

Ez nem trivialis feladat, hiszen példaul az RSA-nal éppen azért kellett a két titkos primszamnak
ilyen nagynak lennie, hogy a szorzatukat ne lehessen visszabontani primtényezékre — de akkor hogyan
ellendrizziik, hogy primszamot generaltunk-e, ha nem tudunk ekkora szamokat faktorizalni?

Es egyaltalan, vannak-e olyan mérett primszamok, amelyekre sziikségiink van? Van-e annyi, hogy
azokat legyen esélylink megtalalni? Van-e annyi, hogy azokbdl legyen értelme titkos primszamokat
valasztani? (Hiszen ha tul kevés van, akkor azokat egy tamado egyenként végigprobalgathatja.)

Ebben a jegyzetben ezekre a kérdésekre keressiik a valaszt.

1. Primszamok szamossaga

Héany primszéam van? Erre tobbféleképpen is valaszolhatunk. Egyrészt:

1.1. Tétel (Eukleidész tétele). Végtelen sok primszdam van.

(Bizonyitas: tegyiik fel, hogy csak véges sok primszam van, példaul ezek: pi,p2,ps,...,pn. Ekkor tekintsiik a
kovetkezs szamot: p1pops .. .pn + 1. Ez nem lehet primszam, mert az Osszes feltételezett primszamnél nagyobb, de
nem lehet Osszetett szam sem, mert semelyik primszamunkkal sem oszthato — tehat ellentmondasra jutottunk, vagyis
valojaban végtelen sok primszdmnak kell lennie.)

De a "végtelen sok van" még nem a teljes valasz. Példaul végtelen sokan vannak a természetes
szamok és a kettShatvanyok is, de az utobbiak mégis sokkal ritkabbak. A kérdést matematikailag

ugy tehetjiik fel, hogy 1-t6l n-ig hany adott tulajdonsagi szam van. Példaul:

1-t61 n-ig | 1-t61 1000000-ig
Egész szamok (1,2,3,4,5,...) n 1000000
Paros szamok (2,4,6,8,10,...) n/2] 500000
Négyzetszamok (1,4,9,16,25,...) |v/n] 1000
KettShatvanyok (1,2,4,8,16,...) | [logyn| +1 20
Primszamok (2,3,5,7,11,...) ? 78498

Primszamok esetén erre a kovetkezé jelolést hasznaljuk:
1.2. Definicié (primszamlalo fiiggvény). Jelolje w(n) a primszamok szamat 1-t6l n-ig.
Példa. 7(7) = 4, mert 7-ig négy primszam van: 2,3,5,7.

A 7(n) pontos értékét nem tudjuk képlettel felirni, csak kozelitést tudunk ra adni:

1.3. Tétel (Primszamtétel). m(n) ~ ll’ pontosabban: lim ;(ln) =
nn n—oo N/ Inn




Maés szoval annak az esélye, hogy egy 1 és n kozotti szam primszam, kb. 1/Inn (ahol Inn az n
természetes logaritmusa, azaz Inn = log, n, ahol e &~ 2,718 .. .).
Példa. 1-t61 100-ig atlagosan minden negyedik szam primszam: 7(100) = 25 = 100/4, és In 100 ~ 4,6.
Példa. 1-t61 1000000-ig kb. minden 13. szam primszam: 7(1000000) = 78498 ~ 1000000/12,7, és
In 1000000 ~ 13,8.

Sage-ben a (n)-et a prime_pi(n) fiiggvénnyel kérdezhetjiik le. Példaul a kovetkezd kod abrazolja

m(n)-et és a kozelitését 1-t6l 1000-ig (a felsd, 1épcsézetes vonal a 7(n)):

sage: var("n"); plot([n/ln(n), prime_pi], (1, 1000))

2. Primszamok generalasa

Tegyiik fel, hogy szeretnénk egy véletlen primszamot generalni adott a és b kozott. (Példaul ha
haromjegyd primszamot szeretnénk, akkor a = 100 és b = 999, ha pedig RSA-hoz generalunk egy
1024-bites primszamot, akkor a = 2'%%% &5 b = 21924 1))

Az algoritmus vazlata egyszert: generaljunk véletlen szamokat a és b kozott egészen addig, amig

primszamot nem kapunk. Azaz:

Primszam generalasa:

Bemenet: a,b € N (a < b)
ciklus
p := véletlen szam a és b kozott

ha primszam(p)
| Kimenet: p

De vajon hany 1épést kell tenniink a ciklussal, mire taldlunk egy primszamot?
Ehhez azt kell tudni, hogy a véletlen szam milyen valészintiséggel lesz primszam. Az n-bites
primszamok (2" ' < p < 2" —1) szdmat a fenti primszamtétellel tudjuk megbecsiilni:
on 2n71 on 2n71 omn _ 2n71 2n71
m(2") — w(2"7) =~ — = — ~ = :
In(27)  In(2»') nln2 (n—1)In2 nln2 nln2

Mivel n-bites szambol Gsszesen 2" van, ezért egy véletlen szam 1/(nln?2) eséllyel lesz primszam.

Ez azt jelenti, hogy a ciklus varhatoan nln2 ~ 0,69n lépést tesz (pl. n = 1024 esetén kb. 700-at),
azaz a primszamok hosszaban linearis szamu lépést — vagyis a primszamok elég sokan vannak ahhoz,
hogy talalomra is viszonylag hamar talaljunk egyet.

Gyorsithatjuk az algoritmust, ha a véletlenszam-generalas soran eleve csak paratlan szdmokat
allitunk el6, hiszen ugyis csak azok lehetnek (ilyen nagy) primszamok. (Ezt kettes szamrendszerben
ugy érhetjiik el, hogy a véletlen szam utolso bitjét 1-esre allitjuk, pl. Sage-ben/Python-ban: p |= 1.)
Ekkor, mivel megfeleztiik az alaphalmazt, ezért a primszamok kétszer olyan gyakran fordulnak eld,
azaz a lépésszam a felére csokken (pl. n = 1024 esetén csak kb. 350 1épés kell).

Megjegyzés: ismét hangsulyozzuk, hogy ha a primszam kriptografiai alkalmazashoz kell (pl. RSA-
hoz), akkor a véletlen szamokat biztonsagos véletlenszam-generatorral allitsuk el (lasd a Diszkrét

logaritmus c. jegyzetet), hogy egy kiils6 megfigyel6 ne tudja Sket megjosolni.



3. Primtesztek fajtai

A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogy a fenti primszam-generalas soran hogyan tudjuk eldon-
teni a véletlen szamrol, hogy primszam-e.

A legegyszertibb modszer a prébaosztds (lasd: Osztok, primszamok), azaz hogy végigprobalgatjuk
a lehetséges szamokat, hogy osztja-e valamelyik. Ez azonban nagyobb szamok esetén hasznélhatat-
lanul lassti: még a probaosztas optimalizalt valtozata is a szamnak a négyzetgyokéig megy, azaz pl.

egy 1024-bites szam esetén kb. 2°12

szamot vizsgal meg — ami mar maga is egy 155-jegyd szam!
De ez nem is meglepd, hiszen a probaosztassal egytuttal primtényezdkre is tudjuk bontani a szamot,

méarpedig az RSA éppen azon alapul, hogy ekkora szamokat nem tudunk faktorizalni.

A probaosztas ettdl fiiggetleniil még — korlatozott formaban — hasznos lehet arra, hogy kisziirjik a kisebb primté-
nyezdket, miel6tt mas modszerekhez nytalunk. Példaul ha a szdmunk oszthaté 3-mal, 5-tel vagy 7-tel — ami a szamok
majdnem felére igaz — akkor ez probaosztassal elég hamar kideriil, és akkor felesleges a lent targyalt bonyolultabb

modszereket hasznalni.

Szerencsére eldonteni egy szamrol, hogy primszam-e, sokkal konnyebb feladat, mint primténye-
z8kre bontani. Az ilyen modszereket primteszteknek nevezziik. Kétféle primteszttel foglalkozunk:
1. A determinisztikus primtesztek biztosan meg tudjak mondani, hogy egy szam primszam-e.

2. A waldszinidségi primtesztek nem 100%-ban adnak helyes valaszt, néha hibaznak. A tipikus
tesztek mindig csak az egyik irdnyban tévednek: primszamokra biztosan helyes véilaszt adnak,
de Gsszetett szamokat néha tévesen primszamnak jeleznek.

De miért hasznalnank olyan teszteket, amelyek nem mindig mondanak igazat? Azért, mert a
valoszintiségi primtesztek altaldban sokkal gyorsabbak. Példaul a probaosztés egy determinisztikus
primteszt, és fent lattuk, hogy mennyire lassii. Vannak ennél hatékonyabb determinisztikus modsze-
rek is (ezeket itt nem téargyaljuk), de a gyakran hasznalt valoszintiségi modszerek ezeknél is sokkal
hatékonyabbak. A kérdés persze az, hogy az utobbiak milyen valészintiséggel tévednek, és ez az adott
esetben még elfogadhato-e.

A Sage a primtesztek mindkét tipusat tdmogatja: az is_prime() fiiggvény alapértelmezésként
determinisztikus primtesztet hasznal, de atéllithatjuk valosziniiségi primtesztre is, hogy gyorsabb

legyen, megengedve a tévedés kockazatét:

sage: n = 272048 + 981

sage: is_prime(n) # determinisztikus: LASSU!

True

sage: proof.arithmetic(False)

sage: is_prime(n) # valoszinliségi: gyors, de megbizhatatlan

True

4. Fermat-primteszt

Idézziik fel a kis Fermat-tételt, amelyrsl a Diszkrét logaritmus c. jegyzetben volt szdé: ha p
primszam és a Z 0 (mod p), akkor
a?'=1 (mod p).
Ez a tétel csak primszamokra vonatkozik, més szamokrol nem allit semmit. Ezért feltehetjiik a

kérdést: mi a helyzet akkor, ha p nem primszam? Igaz lehet-e ez az &llitas akkor is?
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Hogy erre vélaszt kapjunk, frassuk ki az "' mod n értékeket kiilonboz6 n-ekre és kiilonbozé
a-kra (ahol 1 <a <n-—1):

sage: for n in range(5, 16):

print(n, [power_mod(a, n-1, n) for a in range(1l, n)])

5 [1, 1, 1, 1]

6 [1, 2, 3, 4, 5]

7 [1, 1,1, 1, 1, 1]

8 [1, 0, 3, 0, 5, 0, 7]

9 [1, 4, 0, 7,7, 0, 4, 1]

10 [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

11 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

12 [1, 8, 3, 4, 5, 0, 7, 8, 9, 4, 11]

13 (1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1]

14 [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]
15 [1, 4, 9, 1, 10, 6, 4, 4, 6, 10, 1, 9, 4, 1]

Vegyiik észre a kovetkezoket:

1. Ha n primszam, akkor minden érték 1, ahogy azt a kis Fermat-tétel is garantalja.

2. Ha a =1 (els6 értékek), akkor annak nyilvan minden hatvanya 1.

3. Ha a = n—1 (utolso értékek), akkor is gyakran kapunk 1-et, hiszen n—1 = —1 (mod n), és —1
minden mésodik hatvanya 1.

4. Az Gsszes tObbi esetben azonban — azaz ha n Osszetett szam és 2 < a < n—2 — szinte soha nem
kapunk 1-et.

5. De néha igen: példaul n = 15-re és a = 4-re 4"* =1 (mod 15).

Adja magat az oOtlet, hogy ha n-rél szeretnénk eldonteni, hogy primszam-e, akkor valamilyen a-ra

szamitsuk ki @™ *

mod n-et, és ha nem 1-et kapunk, akkor n biztosan nem primszam, ha pedig 1-et,
akkor wvaloszinileg primszam. FEzzel tehat kaptunk egy valoszintiségi primtesztet. Ezt tgy hivjak,
hogy Fermat-primteszt, és a kovetkez6képpen miikodik:

Fermat-primteszt(n):

Bemenet: n € N,n > 4, a tesztelend§ szam
Valasszunk egy véletlen a € {2,3,...,n—2} alapot.
n—1

Ti=a mod n

ha x # 1 — hamis (= "nem primszam")

ha z =1 — igaz (= "valészintleg primszam")

Ez az algoritmus nagyon hatékony, hiszen csak egy modularis hatvanyozast kell elvégezni, amely
gyorshatvanyozassal megoldhaté (lasd a Diszkrét logaritmus c. jegyzetet). Osszehasonlitva a pro-
baosztéssal, ahhoz kb. v/n osztas kell, mig a Fermat-primteszthez legfeljebb 2log, n szorzas (lasd a
gyorshatvanyozasnal). Példaul ha n = 2'°**| akkor az elébbi kb. 2°'? mig az utobbi < 2048 = 2.

A tévedés valoszintiségét csokkenthetjiik, ha tobbszor futtatjuk le a tesztet (kiillonbo6zé véletlen
a-kra), és csak akkor fogadjuk el a szdmot primszémnak, ha minden teszt igazat ad. Példaul ha
az n = 15-6t csak a = 4-gyel tesztelnénk, akkor n dtmenne a teszten, hogy "primszam". De ha

megismételjik a tesztet pl. a = 2-vel, akkor n mar "lebukik", hogy Osszetett szam.



4.1. Definici6. Egy adott a € NT szamra az n Osszetett szamot Fermat-alprimnek nevezziik, ha

n—1 _

a (mod n). (Néha egyszerten jelzd nélkiil alprimnek [pseudoprime]| is hivjak.)

Példa. n = 15 egy Fermat-alprim a = 4-re, mert 4" =1 (mod 15).

Vagyis a Fermat-alprimek azok, amelyek "becsapjak" a Fermat-primtesztet.
Megjegyzés: ez a fogalom fiigg az alaptol, a-tol, azaz ugyanaz az n lehet az egyik a-ra alprim, de

a masik a-ra nem. Ennek hangsilyozasara hasznalhatjuk a kévetkezé fogalmat:

4.2. Definicié. Egy n Osszetett szamra az a € NT alapot Fermat-tantnak nevezziik, ha n nem

Fermat-alprim az a alapra.
Példa. a = 2 Fermat-tant n = 15-re, mert 2'* =4 # 1 (15), a = 4 viszont nem (lasd fent).

Szerencsére azonban a Fermat-alprimek viszonlag ritkak. Példaul a = 2-re 1-t6l 10000-ig csak 22
Fermat-alprim van (a legkisebb a 341) — mikézben ugyanezen intervallumban 1229 primszam van.

Vannak viszont olyan alprimek, amelyek nagyon makacsul ellenallnak a Fermat-primtesztnek:

4.3. Definicié. Egy n Osszetett szam Carmichael-szam, ha minden a € N alapra, amely relativ

prim az n-hez, a"~' =1 (mod n).

Vagyis a Carmichael-szamok azok, amelyek a lehets legtobb alapra Fermat-alprimek. (Ennél
tobb alapra mar nem is lehetnének, hiszen ha a és n nem relativ primek, akkor a hatvany biztosan
nem lehet 1, ahogy azt az el6z6 jegyzetben megallapitottuk.) A legkisebb Carmichael-szam az 561.
Ezek szerencsére még ritkdbbak, mint a kozonséges Fermat-alprimek (példaul 1-t61 10000-ig csak 7
Carmichael-szam van).

A j6 hir az, hogy ha egy alprim nem Carmichael-szam, akkor viszonylag konnyt "lebuktatni':

4.4. Tétel. Ha n dsszetett szam, de nem Carmichael-szam, akkor az 1 és n—1 kozotte a-k t6bb mint
felére a"* # 1 (mod n).
Ezek szerint tehat a Fermat-primteszttel kapcsolatban harom eset lehetséges:
1. Ha n primszam, akkor a teszt biztosan helyes eredményt ad.
2. Ha n Carmichael-szam (ami ritka), akkor a teszt nagyon megbizhatatlan.
3. Egyébként viszont a teszt tobb mint 50% valoszintiséggel helyes eredményt ad. Ez igy els6
ranézésre kevésnek tiinik, de ez csak egy pesszimista also korlat, és ha megismételjiik a tesztet

kiilonbo6z6 a-kra, akkor ez a korlat is tovabb csokkenthets: k futtatds utan a hiba valoszintisége
kevesebb, mint 1/2%, pl. k = 10 esetén < 0,001 (= 0,1%).

5. Miller—Rabin-primteszt

Az aldbbiakban bemutatunk egy hatékonyabb és pontosabb valoszintiségi primtesztet, mint a
fenti Fermat-primteszt. Ez szinten a kis Fermat-tételen alapul, valamint a kévetkezd allitason.

Valos szamokra tudjuk, hogy az 2? = 1 egyenletnek csak két megoldasa van: =1 és . = —1. A
kovetkezd tétel azt mondja, hogy ez bizonyos esetekben modularis aritmetikara is igaz:

5.1. Tétel. Ha p primszam és x> = 1 (mod p), akkor x =1 (mod p) vagy + = —1 (mod p).
Példa. Ha a modulus p = 5, akkor a 0,1, 2, 3,4 szamok modularis négyzetei rendre 0,1,4,4,1, azaz

2:

az x (5) kongruencidnak valoban csak az © =1 (5) és az © = 4 = —1 (5) megoldasai vannak.

Osszetett szamokra viszont nem feltétleniil igaz a tétel, példaul 32 = 1 (8).



(Bizonyitas: a feltétel szerint p | 2% —1 = (x—1)(2+1), de primszam egy szorzatot csak tgy oszthat, ha valamelyik
tényezGjét is osztja, azaz p | (x — 1) vagy p | (z + 1).)
Induljunk ki ismét a kis Fermat-tételbdl, azaz hogy egy p primszamra és egy a nemnulla alapra
a’”' =1 (mod p). Példaul p = 29-re:
a® =1 (mod 29).

Ha alkalmazzuk erre a fenti tételt © = a'*-re (azaz 2* = a*®)

, vagyis megfelezziik a kitevét, akkor azt
kapjuk, hogy
a*=1 vagy a'*=-1 (mod 29).
Ha a'* =1 (mod 29), akkor még egyszer megfelezhetjiik a kitevét, és a tételbdl azt kapjuk, hogy
a"=1 vagy a" =-1 (mod 29).
Itt viszont a kitevé mar paratlan, ezért nem tudunk tovabb felezni.

A fenti mtiveletsor minden lépéséhez felhasznéltuk, hogy p primszam. Ha nem az, akkor jo eséllyel
valamelyik lépés elromlik (de nem biztos). Ezzel tehat kaptunk egy tjabb valoszintiségi primtesztet.
Példa. Ha n = 15 és a = 4, akkor a" ' = 1 (n), azaz 4" = 1 (15) még teljesiil, viszont ha felezziik
a kitevét, akkor 4” = 4 (15), ami nem 1 és nem is —1, vagyis ez mar megsérti a fenti "kitevéfelezds"

tételt, tehat 15 nem lehet primszam.

A Miller—-Rabin-primteszt ezen az elven miikodik, csak a miiveleteket forditott sorrendben
hajtja végre: nem az a™ '-t szamitja ki elGszor, és felezgeti a kitevst, hanem elészor kiszamitja az
utols6, mar nem felezhet kitevére a hatvanyt (pl. a fenti p = 29-re a’-t), és onnan duplazgatja
vissza a kitevét n—1-ig (pl. a” — a'* — a*®). Ennek az az értelme, hogy a kisebb hatvanyt kénnyebb
kiszamitani, és nem is kell mindig visszamenni egészen n—1-ig, ha mar hamarabb is eldélt az eredmény

(példaul mert megsértette a fenti "kitevsfelezds" tételt).

Miller—Rabin-primteszt(n):

Bemenet: n € N, n > 4, a tesztelends szam
ha n pdros — hamis (= "nem primszam")
Valasszunk egy véletlen a € {2,3,...,n—2} alapot.
Felezgessiik d := n—1-et addig, amig paratlan nem lesz, és legyen k a felezések szama.
z = a% mod n
ha z =1 — igaz (= "valosziniileg primszam")
ciklus k-szor
ha x = n—1 — igaz (= "valoszintleg primszam")
z :=2? mod n

ha x =1 — hamis (= "nem primszam")

| — hamis (= "nem primszam")

Az algoritmus addig duplazza a kitevét, amig a kovetkezék valamelyike nem teljestil:

1. A hatvany x = —1 lesz (pontosabban n—1, mert n—1 = —1 (n)): ekkor n atmegy a teszten
("valoszintleg prim"), mert —1 négyzete 1, és onnantol kezdve mindig 1-et kapunk.

2. A hatvany x = 1 lesz: ekkor n nem lehet primszam, mert ha az lenne, akkor az eléz6 1épésben
1-et vagy —1-et kellett volna kapnunk, és akkor amiatt mar megalltunk volna.

3. A kitevs eléri az n—1-et k duplazas utan (n—1 = 2*d): ekkor n nem lehet primszam, mert ha

az lenne, akkor a hatvany 1 lenne (kis Fermat-tétel), és akkor amiatt mar megalltunk volna.



Példa. Az n = 29 primszam, és valéban, barmilyen alapra is probaljuk a tesztet, mindig elfogadja
(mert az 1-esek eltt mindig —1 van, vagy kezdettdl fogva csak 1-esek vannak):

2"=12, 2% =-1, 2% =1 (mod29) v

5'=-1, 5" =1, 5®=1 (mod29) v

7T=1, "™=1, 7™=1 (mod29) V
Példa. Az n = 45 Osszetett szam, és barmilyen alapra probaljuk a tesztet, valahol mindig elromlik

(vagy azért, mert —1 nélkiil kapunk 1-et, vagy mert soha nem kapunk 1-et):
211 =23 222=34, 2=31 (mod45)  x
gt =17, 87%=19, 8"=1 (mod 45) X
191 =19, 192=1, 19 =1 (mod 45) X
Ebbdl is latszik, hogy a Miller-Rabin-teszt erésebb, mint a Fermat-teszt, amely 8-ra és 19-re is
primszamnak fogadta volna el a 45-6t (mert csak az utolsd 1-est nézi).

Példa. Az n = 25 ugyancsak Osszetett szam, de ez nem mindig deriil ki: egyes alapokra "lebukik",

masokra viszont primszamnak "tetteti magat":
6°=16, 6°=6, 62=11, 6 =21 (mod 25) X
=18, T=-1, T™=1, 7™=1 (mod25 Vv (!)
Tehat a Miller—-Rabin-primteszt sem mentes az alprimektsl.

5.2. Definicié. Egy adott a € NT szamra az n Osszetett szamot erds Alprimnek nevezziik, ha a

Miller-Rabin-primteszt elfogadja n-et primszamnak az adott a-ra.
Példa. Az n = 25 er6s alprim a = 7-re (és Fermat-alprim is), ahogy az a fenti példabol lathattuk.

Példa. Az n = 45 nem erGs alprim semmilyen alapra (viszont Fermat-alprim pl. a = 8-ra).

Az er6s alprimek egyuttal mindig Fermat-alprimek is (hiszen a Miller—Rabin-teszt a Fermat-teszt

tovabbfejlesztése), de ez forditva nem feltétleniil igaz.

A Miller-Rabin-primteszt tobb szempontbdl is jobb, mint a Fermat-primteszt:

1. Itt nincsenek olyan szamok, mint a Fermat-primtesztnél a Carmichael-szamok, azaz amelyekre
a Miller-Rabin-primteszt majdnem mindig rossz eredményt adna.

2. A Miller-Rabin-teszt az esetek 75%-aban ad helyes eredményt (szemben a Fermat-primteszt
50%-aval), vagyis k-szori ismétléssel a hiba valoszintsége < 1/4" lesz (szemben az 1/2%-nal),
tehat ugyanazt a pontossagot feleannyi lépéssel érhetjiik el (1/4% = 1/22%).

3. Raadasul a teszt egy lépése is lehet gyorsabb, mint a Fermat-primteszté, mert nem mindig

szamitja ki a teljes ¢” ! hatvanyt, hanem gyakran hamarabb is megallhat.

6. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznélva az alabbi forrasokat:
[1] https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa
[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_primality_test
[3] https://en.wikipedia.org/wiki/Miller%E2%80%93Rabin_primality_test
[4] J. Katz and Y. Lindell: Introduction to Modern Cryptography, Second Edition;
Chapter 8.2: Primes, Factoring, and RSA

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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