Kongruenciak

Diszkrét modellek alkalmazasai

1. Definici6 és tulajdonsagok

1.1. Definici6. Az a € Z ¢s b € Z szdmok kongruensek modulo m € N*, ha m | b — a.
Jelolés: a = b (mod m), vagy roviden a = b (m). Tagadas jelolése: a Z b (mod m).

Tovabbi elnevezések: az m a modulus, az "a = b (mod m)" allitas pedig egy kongruencia.
Példa. 14 = 34 (mod 10) ("14 és 34 kongruens modulo 10"), mert 10 | 34 — 14.

Ebbdl a példabol sejthetd, hogy a = b (mod 10) pontosan akkor lesz igaz, ha a és b utols6 szam-
jegye megegyezik (legalabbis ha a,b € N). Altaldban belathato, hogy a = b (mod m) pontosan akkor
igaz, ha a és b m-mel val6 osztési maradéka megegyezik, azaz a mod m = b mod m. Leegyszertisitve
ugy is fogalmazhatunk, hogy "kongruens" = "azonos maradékot ad".

Példa. 9 = 23 (7), mert 7|23 — 9, és valoban: 9-nek és 23-nak is 7-tel osztva 2 a maradéka.

(Megjegyzés: ne keverjiik a "mod" jelolés kétféle hasznalatat: az "a mod m" kifejezésben ez a
maradékos osztas maradékat jeloli, pl. 34 mod 10 = 4, az "a = b (mod m)" kifejezésben pedig a teljes
"egyenletre" (pontosabban kongruencidra) vonatkozik a "mod", a fent leirtak alapjan. Ilyenkor
egyik oldalon sem kell feltétleniil a maradéknak allnia, pl. 14 = 34 (mod 10) egyik oldalan sincs 4.)

Kongruenciakat olyankor hasznalunk, amikor egy szamitasnak csak a maradéka érdekel benniinket
(egy rogzitett m-re). Példaul igy szamolunk az ordkkal: ha most 18 6ra van, akkor 10 6raval késébb
nem 28 o6ra lesz, hanem 28 mod 24 = 4 o6ra. Ezt ugy is irhatjuk, hogy 18 + 10 = 4 (24).

1.2. Tétel (a kongruencia tulajdonsagsai). Tetszdleges m € N esetén:
reflexiv: Ya € Z : a = a (m);

szimmetrikus: Ya,b €Z :a=b (m) = b=a (m);

tranzitiv: Ya,b,c € Z:a=b (m) N b=c

osszeadds: Yay,as,b1,bo €Z :a; =by (M) A ag =by (M) = ay + ag = by + by (m).
kivonds:  ay,as,b1,by € Z: a3 =by (m) A ag =by (m) = a1 —ag = by — by (M).
szorzds:  Vai,as, by, by € Z:ay =by (m) A ag (

( =
hatvdinyozds: Ya,b € Z,n e N:a=0b (m) = a" =0" (m).
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2. Maradékosztalyok

A fenti tétel szerint a kongruencia (=) mint relacié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv — vagyis
ekvivalenciareldcio (lasd pl. Diszkrét matematika I). Az ekvivalenciarelaciorol pedig tudjuk, hogy
meghatarozza az alaphalmaz egy osztdlyfelbontdsdt, azaz felbontja azt diszjunkt halmazok unidjara.

Az a = b (mod m) kongruencia a kovetkezd osztalyokra bontja fel Z-t:



{km | k € Z},
{km+ 1|k e Z},
{km+2| ke Z},
{km+m—1|keZ}.
Lathato, hogy pontosan azok a szamok keriiltek egy osztalyba, amelyek m-mel osztva ugyanazt
a maradékot adjak. Példaul m = 5 esetén az osztalyok a kévetkezdk:
{5k |keZ}={...,-10,-5,0,5,10,...},
{k+1|keZ}={..,-9,-4,1,6,11,...},
{hk+2|keZ}={ ..,-8,-3,2,7,12,...},
{Bk+3|keZ}={..,-7,-2,3,8,13,...}
{bk+4|keZ}={..,—6,—1,4914,...}.

Y

2.1. Definici6. Adott m modulus esetén a kongruencia mint ekvivalenciarelacié altal meghataro-
zott osztélyokat az m szerinti maradékosztalyoknak nevezziik [congruence class|. Jelolés: a az a
maradékosztaly, amely tartalmazza a € Z-t. (Ha m nem egyértelmi a kontextusbol, akkor: @,,.)

Példa. m =5 esetén 3 ={sk+3 | ke Z} ={...,—7,-2,3,8,13,...}.

Az @ definicioja értelmes, mert minden a € Z pontosan egy maradékosztalyban van benne.
Viszont egy maradékosztalynak tobb jelolése is van, példaul m =5 esetén 3 =8 =28 = -2 = .. ..
2.2. Definicioé. Az m szerinti 6sszes maradékosztaly halmazat Z,,-mel jeloljiik (alternativ jelolések:
Loy = Z.)mZ = 7] {m)), azaz Z,, = {0,1,2,... ,m—1}.

(Megjegyzés: Z,, elemei nem szamok, hanem halmazok (maradékosztéalyok), pl. 2 # 2, de 2 € 2.)

Ha a maradékosztalyokra egyérelmtien szeretnénk hivatkozni, akkor mindegyikbdl valasztani kell

egy reprezentdnst. Azaz sziikségiink lesz a kovetkezore:

2.3. Definicié. Egy egész szamokbol 4ll6 halmazt, amely minden maradékosztalybol pontosan egy
elemet (reprezentdst) tartalmaz, teljes maradékrendszernek neveziink (modulo m).

Példa. A kovetkez6k mindegyike teljes maradékrendszer modulo 5:

{0,1,2,3,4}, {1,2,3,4,5}, {—2,-1,0,1,2}, {34, 35,36, 37,38}, {10,6,—3,23, —6} stb.

Minden m-re végtelen sok teljes maradékrendszer van. Minden teljes maradékrendszernek pon-
tosan m eleme van. Az egyik leggyakrabban hasznalt teljes maradékrendszer: {0,1,2,...,m—1}.

Maradékosztalyok kozott miiveleteket is lehet végezni:

2.4. Definicié. Adott m € NT modulusra és barmely a,b € Z-re:
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Példa. m = 10 esetén 7+3-6 =7+ 18 = 7+ 8 = 15 = 5. Ezt a szamitast kongruenciakkal is
felirhatjuk a kévetkezSképpen: 743 -6 =7+ 8 =5

A maradékosztéalyokkal valo szamolast modularis aritmetikanak nevezziik.



3. Linearis kongruenciak

Fent a tulajdonsagoknal lathattuk, hogy a kongruencidkat lehet 6sszeadni, kivonni, szorozni és hatvanyozni. Nem
volt sz6 azonban osztasrdl — és nem véletleniil. Példaul a 4 = 14 (10) kongruenciat nem oszthatjuk el 2-vel, mert
2 # 7 (10). De akkor mit tudunk kezdeni az osztéassal?

ElGszor is: mit is jelent pontosan az osztas? A valos szamok korében b/a azt az egyértelmd x € R szamot jelenti,
amelyre ax = b. (Példaul 6/2 = 3 a 2z = 6 megoldasa.) Vagyis az osztds nem mas, mint egy linearis egyenlet
megoldasa. Erdemes tehat a linearis egyenletek modularis megfelelgjével foglalkozni:

3.1. Definicié. Az ax = b (mod m) kongruenciat, ahol a,b € Z ismert paraméterek és x € Z az

ismeretlen, linearis kongruencianak nevezzik [linear congruence].
Példa. A 22 =6 (mod 10) egy linearis kongruencia, amelynek egy megoldasa = = 3.

Most vizsgaljuk meg, hogyan tudjuk egy linearis kongruencia 6sszes megoldasat megtalalni.

El6szor is vegyiik észre, hogy ha talaltunk egy x megoldast, akkor x + m, x 4+ 2m stb. szintén
megoldasok, hiszen "modulo m" szamolunk, azaz csak az m szerinti maradék szamit. Tehat példéaul
ha 2z = 6 (10) egy megoldasa = = 3, akkor megoldasai még az v = 13, x = 23, x = —7 stb. is. Ezt
a végtelen sok megoldast roviden ugy foglalhatjuk &ssze, hogy x = 3 (10).

(Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban az egymassal kongruens megoldasokat nem kiilonboztetjiik meg, hanem

azt mondjuk, hogy a linearis kongruencia egyértelmiien megoldhatd, ha a megoldasok mind kongruensek egyméssal

modulo m; vagy két megolddsa van, ha a megoldasok két kiilonb6z6 maradékosztalybol vannak; és igy tovabb.)

Az ax = b (mod m) linearis kongruencia megoldasahoz elegends az z = 0, 1,2, ..., m—1 szamokat
végigprobélgatni, hiszen barmely méas szam kongruens ezen z-ek valamelyikével. (Vagyis éppen egy
teljes maradékrendszer elemeit kell ellendrizni.) A fenti példa esetében tehat csak 10 szamot kell
végignézni. Példaul szamitsuk ki a kovetkezd modularis szorzotabla-részletet (ahol az elss sorban x,

a masodikban 2z mod 10, a harmadikban pedig 3z mod 10 szerepel):

sage: matrix([[a*x % 10 for x in range(10)] for a in range(1,4)])
[0123456789]
(024680246 8]
[0369258147]

Innen a kovetkezdket olvashatjuk le:
e A 22 =6 (10) kongruencidnak két megoldésa is van:
— x =3 (10) (erre rajohettiink abbol, hogy 6/2 = 3);
— =8 (10) (ez méar kevésbé nyilvanvalo).
Vagy, mivel téavolsdguk éppen 5, ezért Osszevonhatjuk ket egyetlen kongruenciaba: z = 3 (5).

e Most nézziik a 3z = 8 (10) kongruenciat. A tablazatbol leolvashato, hogy ennek pontosan egy
megoldasa van: = 6 (10). (Ez sem nyilvanval6, hiszen 8/3 nem egész szam. Viszont 8 helyett
vehetiink egy masik 8-ra végz6ds szamot: 18/3 = 6.)

e S6t, altalaban a 3z = b (10) alaka kongruencidk is egyértelmtien megoldhatoak, hiszen a
harmadik sorban minden maradék pontosan egyszer szerepel.

e Es mi a helyzet a 22 = b (10) alaku kongruenciakkal? Mivel a masodik sorban csak paros
szamok szerepelnek, ezért paratlan b-kre nincs megoldas. Viszont mindegyik péros maradék
pontosan kétszer szerepel, ezért paros b-kre két megoldés is lesz.

Az olyan kis modulusokra, mint m = 10, a fenti kimerits keresés ("brute force"), azaz az m szam

végigprobalgatasa jol mikddik. Nagyobb m-ekre viszont ennél hatékonyabb modszert kell keresni.



Ehhez bontsuk ki az ax = b (mod m) linearis kongruenciat a definici6 alapjan:
ar =b (mod m)
|l (kongruencia definicisja)
m|b—ax
[l (oszthatesag definicioja)
JyeZ: :my=>b—ax
|| (atrendeses)
JyeZ:ar+my=>b
Vagyis visszavezettiik egy lineéaris diofantikus egyenletre, amelyet az el6z6 jegyzetben (Legnagyobb
k6z0s osztd) mar megoldottunk. Itt most elég csak az x-szel foglalkozni, az y-ra nincs sziikségiink.
Tudjuk, hogy ennek az egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha Inko(a,m) | b, és ha z
egy megoldas x-re, akkor végtelen sok megoldés van: © = xg + k - m /Inko(a, m), ahol k végigfut az
egész szamok halmazan. Vagyis a megoldéasok 1épéskoze m /Inko(a, m), ami azt jelenti, hogy 0-t6l

m—1-ig pontosan Inko(a, m) darab megoldas van. Specidlisan, ha Inko(a, m) = 1, azaz a és m relativ

primek, akkor egyértelmiien megoldhato. Tehat:

Linearis kongruencia megoldasa:

Bemenet: a,b € Z,m € N, a kongruencia (ax = b (mod m)) paraméterei
Kimenet: az 6sszes megoldas 0 és m—1 kozott
(9,74,y,) := bovitett euklideszi algoritmus(a,m) (y, nem kell)
ha g1 b — nincs megoldds
Els6 megoldas: x := z,-b/g mod m/g
Osszes megoldas: o, zo +m/g, xo+2m/g, ..., o+ (g—1)m/g
(azaz: t =z +k-m/g (k=0,1,...,9—1))

(azaz: * = x¢ (mod m/g))

Példa. A 2z = 6 (10) linearis kongruencia esetén g = Inko(2, 10) = 2, és a Bézout-egytitthato z, =1
(és y, = 0, de az nem kell). Mivel g | 6, ezért van megoldéas, méghozza pontosan ketts (¢ = 2): az
els6 1-6/2 mod 10/2 = 3 mod 5 = 3, a masodik pedig 3 + 10/2 = 8 (ahogy azt fent is lattuk).
Példa. A 3z = 8 (10) esetén g = Inko(3,10) = 1, a Bézout-egyiitthato pedig z, = —3. Mivel g | 8
és g = 1, ezért pontosan egy megoldas van: x := —3-8/1 mod 10/1 = —24 mod 10 = 6.

Megjegyzés: az el6z6 jegyzetben a linearis diofantikus egyenleteknél tett megjegyzés alapjan itt is leegyszertsit-
hetjiik a szamitast, ha a kongruenciat leosztjuk Inko(a, m)-mel (a modulust is), ekkor ugyanis a fenti algoritmusban
g = 1, azaz pontosan egy megoldas lesz (az Gj modulus szerint). Példaul a 2z = 6 (10) kongruenciat 2-vel leosztva azt
kapjuk, hogy = 3 (5), amely mar maga a megoldas. Masik példa: 4z = 6 (10) — 2z = 3 (5), ezt a fenti modon
megoldva kijon, hogy x =4 (5), amit visszairva 10-es modulusra: x =4 (10) és x = 9 (10).

Linearis kongruencidkat természetesen a Sage is meg tud oldani, a solve_mod() fliggvénnyel:
sage: solve_mod(2*x == 6, 10)
[(8,), (3,)]
sage: _[1]1[0] # a masodik megoldas
3
sage: for (xx,) in solve_mod(2*x == 6, 10):

assert xx*2 % 10 == # ellendrzés

4



4. Modularis inverz

Most foglalkozzunk a linearis kongruenciak azon specialis esetével, amikor a jobb oldal 1.

4.1. Definicié. a € 7Z modularis inverze modulo m az az = 1 (mod m) linearis kongruencia
megoldasa. Jelolés: a~' mod m. Ha ez létezik, akkor azt mondjuk, hogy a invertalhaté modulo m.
Példa. 3 modularis inverze 7 modulo 10, mert a 3z = 1 (10) kongruencianak megoldasa az x = 7.
Példa. 2 nem invertalhaté modulo 10, mert a 2z = 1 (10) kongruencianak nincs megoldésa.

Ahogy a linearis kongruencia az osztas megfelelGje volt, igy a modularis inverz a reciproké (1/z): példaul 3 inverze
R-ben (azaz reciproka) 1/3, modularisan pedig 7 (modulo 10), ugyanis mindkettére igaz, hogy ha megszorozzuk 3-mal

(a megfelels modon), akkor 1-et kapunk.
Koénnyen belathato, hogy az inverz, ha létezik, mindig egyértelmi: a fenti Inko(a, m) | b feltételben
ugyanis most b = 1, ezért az inverz akkor és csak akkor létezik, ha Inko(a, m) = 1, ekkor viszont méar

lattuk, hogy pontosan egy megoldas van. Emeljiik ki még egyszer:

4.2. Tétel. a € Z akkor és csak akkor invertdlhato modulo m, ha a és m relativ primek.

Példa. m = 10-re invertalhato az 1, 3, 7 és 9 (mert 0, 2, 4, 5, 6 és 8 mind oszthato 2-vel vagy 5-tel).
4.3. Tétel. Ha m primszam, akkor minden a # 0 (mod m) szdm invertdlhaté modulo m.

Vagyis primszam modulus esetén a = 0 kivételével minden maradék invertalhat6é. Ez megfelel
annak, hogy R-ben 0 kivételével minden szammal lehet osztani.

Kis m-ekre itt is miikodik a kimerit§ keresés ("brute force"), azaz hogy végignézziik az Osszes
szamot 1-t6l m—1-ig, és amelyik a-val szorozva 1 maradékot ad, az lesz az inverz.

Nagy m-ekre pedig a linearis kongruencia megoldasanak egyszertisitett valtozatat hasznalhatjuk:

Modularis inverz(a, m):

Bemenet: a € Z,m € N*
(9,74,y,) = bovitett euklideszi algoritmus(a,m) (y, nem kell)
ha g # 1 — nem invertdlhato

Kimenet: x, mod m

Vagyis ha van inverz, akkor az megegyezik az a-hoz tartozd Bézout-egyiitthatoval (legalabbis
modulo m).

Miért érdekes a modularis inverz? Példaul ha sok 3z = b (10) tipusu lineéaris kongruenciat
szeretnénk megoldani kiilonb6z6 b-kre, akkor elég megoldani b = 1-re: 3x = 1 (10), azaz kiszamitani
3 inverzét modulo 10 (ami 7), és akkor a 3-7 = 1 (10) kongruenciat megszorozva b-vel megkapjuk a
b-s kongruencia megoldését is: 3 - 7b = b (10), azaz v = 7b (10). Altalaban:

4.4. Tétel. Ha a € Z inverze a~* modulo m, akkor axr = b (mod m) megolddsa x = a~'b (mod m).

(Ez olyan, mint amikor R-ben az osztést agy végezziik el, hogy az oszt6 reciprokaval szorzunk.)

A Sage a moduléris inverzet az inverse_mod() filiggvénnyel tudja kiszamitani:

sage: inverse_mod(3, 10)
7

sage: inverse_mod(2, 10)
[...]

ZeroDivisionError: inverse of Mod(2, 10) does not exist



5. Bankszamlaszamok

A magyar bankszamlaszdmok 3 x 8 vagy 2 x 8 szamjegybdl allnak, példaul:
10402166-50526765-81771006.

Az els6 8 szamjegy azonositja a bankot (pontosabban a bankfiokot, amelybdl az els6 harom szamjegy
a bank, lasd [3] és [4]). A tobbi 16 vagy 8 szamjegyet a bank hatarozza meg az tigyfél azonositasara.

Az elgépelések elkeriilése végett a bankszamlaszamoknak teljesiteniiik kell a kovetkezs szabalyt
(ellendrzdiosszeget): ha a szamjegyeket megszorozzuk rendre az 1,3,7,9,1,3,7,9, ... szamokkal, akkor
ezen szorzatok Osszegének O-ra kell végzGdnie. (Pontosabban ennek kiilon-kiilon is teljesiilnie kell az
els6 8 és a tobbi 16 vagy 8 szamjegyre, de ezzel most nem foglalkozunk.)

Jeloljiik a bankszamlaszam szamjegyeit b;-vel (b-t6l boy-ig, nullakkal kiegészitve, ha 16-jegyt), az
ellendrzé szorzokat pedig ci-vel (¢ = 1,0 =3,¢c3=7,¢4 =9, ..., coay = 9). Ekkor a fenti szabalyt a

kovetkezd kongruenciaval irhatjuk fel:
24
> bi;=0 (mod 10).
i=1

Miért jo ez a szabaly, és miért pont az 1,3,7,9 szorzokat hasznaljuk? Azt szeretnénk, hogy ha
az egyik szamjegyet elgépeljik, akkor a rossz szamlaszdm lebukjon az ellenérzésen. Ha a helyes
szamjegy b; volt, az elrontott pedig b;, akkor a fenti Osszegben b;c; helyére b;cj keriilt, vagyis az
Osszeg (b; — b;)cj-vel valtozott. A rossz szamlaszam akkor megy at az ellenérzésen, ha a valtozas
10-zel oszthato, azaz (b — bj)c; =0 (mod 10). Ha x := (b — b;) az ismeretlen, akkor ez egy linedris
kongruencia: ¢;z =0 (mod 10). Ennek nyilvan megoldasa az x = 0, azaz hogy b, = b;, tehat hogy a
szamlaszam helyes. Azt szeretnénk, hogy ezenkiviil mas megoldasa ne legyen. Fent lattuk, hogy az
ilyen kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg egyértelmien, ha c; és 10 relativ primek. Négy
ilyen egyjegyd c; szdm van: 1, 3, 7 és 9, ezekkel a szorzokkal tehat biztosan lebukik egy elrontott
szamjegy. (Mas szorzokkal nem feltétleniil, pl. ha ¢; = 4 lenne, és egy 3-at elirtunk 8-ra, akkor az
Osszeg valtozéasa (8 — 3) - 4 = 20 lenne, vagyis nem bukna le az eliras.)

Ennek a modszernek azonban vannak korlatai. Példaul ha egynél tobb szamjegyet rontunk el,
az mar nem feltétlentil deriil ki (csak 90% eséllyel). Valamint attol, hogy az ellenérz6osszeg hibés,
még nem tudjuk, hogy melyik szamjegyet rontottuk el (vagyis ez a modszer hibadetektdld, de nem
hibajavité tulajdonsagu). Megjegyzés: ha viszont valahonnan mégis tudjuk, hogy melyik szamjegy a
hibés, akkor a helyes szamjegyet vissza tudjuk allitani egy linearis kongruencia megoldéasaval, amely
a szorz6 (1, 3, 7 vagy 9) miatt egyértelmtien megoldhat6. Ezt hasznélja a bank is, amikor létrehoz

egy 1j szamlaszamot: elGszor megalkotja az els6 23 szadmjegyét, majd kiszamitja beldliik az utolsot.

6. Kinal maradéktétel

Most nézziik meg, hogyan lehet egyszerre tobb kongruenciat megoldani kiilonb6z6 modulusokkal:
r=a (modm),
r=b (modn),

ahol m,n € Nt a, b,z € Z, és x az ismeretlen. Ezt tgy hivjuk, hogy szimultdn kongruenciarendszer.

Azaz ismerjiik egy szam maradékat m és n szerint is, és ebbdl szeretnénk kideriteni a szdmot.



6.1. Tétel (Kinai maradéktétel [Chinese remainder theorem (CRT)]).
A fenti szimultdn kongruenciarendszernek akkor és csak akkor van megolddsa, ha Inko(m,n) | a—b, és

ekkor a megoldds egyértelmd modulo Ikkt(m,n) (vagyis a megolddsok 1kkt(m,n) szerint ismétiddnek).

De ebbél még nem tudjuk, hogy hogyan szamithatjuk ki a megoldast.
A fenti szimultdn kongruenciarendszer ekvivalens a kovetkezs egyenletekkel (a kongruencia és az

oszthatosag definicidja alapjan — lasd fent a linearis kongruenciak levezetésénél):
um=a—z,
m=>b—ux,
ahol u,v € Z. Ezeket kivonva egymésbdl egy linearis diofantikus egyenletet kapunk u-ra és v-re:
um —ovn =a — b,
amelyet mar meg tudunk oldani. Ebbgl konnyen be lehet bizonyitani a fenti tételt, valamint
levezethetd a megoldas képlete z-re (a levezetést mellzziik):

Kinai maradéktétel:

Bemenet: a,b € Z, m,n € N, a két kongruencia paraméterei

(g,uq,v,) := bovitett euklideszi algoritmus(m,n)

ha g1a — b — nincs megoldds

Kimenet: © = (avyn + bugm)/g (mod mn/g)  (megjegyzés: mn/g = lkkt(m,n))
(vagy: z =a+ (b — a)uym/g (mod mn/g))
(vagy: x = b+ (a — b)yyn/g (mod mn/g))

Megjegyzés: ha tudjuk, hogy m és n relativ primek, akkor a szamitas leegyszertisodik, mert mindig

van megoldés, és nem kell leosztani g-vel. Ekkor a kozos modulus egyszertien mn.
1. Példa.
r=3 (mod 5)
r=2 (mod7)
A bovitett euklideszi algoritmus eredménye 5-re és 7-re: (1,3, —2), azaz a modulusok relativ primek.
Ilyenkor mindig van megoldés, é¢s x =3-(—2)-7+2-3-5 (mod 5-7), azaz x = 23 (mod 35).
2. Példa.
=1 (mod 6)
x=3 (mod 4)
A bévitett euklideszi algoritmus eredménye 6-ra és 4-re: (2,1, —1). Mivel 2 | 1 —3, ezért van megoldas,
mégpedig r = (1-(—1)-4+3-1-6)/2 (mod 6-4/2), azaz x =7 (mod 12).
3. Példa.
r=2 (mod 6)
x=3 (mod 4)
Hasonloan kezdjiik, de most 2 1 2 — 3, ezért nincs megoldas. Ez réanézésre is lathato, hiszen a két

kongruencia ellentmond egymasnak: az elsé szerint x paros, a masodik szerint pedig paratlan.

A kinai maradéktétel nemcsak két, hanem tetszGleges szami kongruenciara megfogalmazhato.
Ennek a megoldasahoz a fenti modszert alkalmazzuk tobbszor egymés utan: egyszerre mindig csak két
kongruenciat oldunk meg, majd az eredményt mint kongruenciat beirjuk a megoldott két kongruencia

helyére, és igy egy eggyel kevesebb kongruencidbol allo rendszert kapunk. Ezt addig folytatjuk, amig
7



egyetlen kongruencia marad csak, és akkor az lesz a megoldas. Ha barmelyik lépésben azt kapjuk,
hogy nincs megoldés, akkor az egész eredeti szimultan kongruenciarendszernek sincs megoldasa.
Nézziink erre is egy példat: Szun Cu, az 6kori kinai matematikus (akirsl a tétel a nevét kapta),

a kovetkezd probléméat fogalmazta meg:

"Bizonyos dolgok szamdt nem ismerjik. Ha hdrmasdval szdamoljuk dket,
akkor kettd marad; otésével szamolva hdrom marad; és hetesével szdmolva

ketté. Hdany dolog van dsszesen?”

Ezt atirva kongruencidkra:

r=2 (mod 3)
r=3 (mod}5)
r=2 (mod7).

El6szor oldjunk meg ebbdl kettét. Az utolsé két kongruenciat fent méar megoldottuk (1. Példa):
x =23 (mod 35). Ezt beirva a fenti rendszerbe:
=2 (mod 3)
x =23 (mod 35).
Ezt is oldjuk meg: a bovitett euklideszi algoritmus 3-ra és 35-re azt adja, hogy (1,12, —1), és a fenti
képletbsl kijon, hogy x =2+ (—1)-35+23-12-3 =23 (mod 105).
Sage-ben a kinai maradéktételre a crt () fiiggvényt hasznalhatjuk. Két kongruencia esetén csak

megadjuk a négy paramétert: crt(a, b, m, n), tobb kongruencia esetén pedig egy-egy listaban

adjuk meg a jobb oldalakat és a megfelel6 modulusokat: crt([a, b, ...], [m, n, ...1). A
fliggvény a legkisebb nemnegativ megoldast adja vissza (a kozos modulust nem adja meg). Példaul:
sage: crt(1,3, 6,4) # a fenti 2. Példa
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sage: crt(2,3, 6,4) # a fenti 3. Példa

[...]

ValueError: no solution to crt problem since gcd(6,4) does not divide 2-3
sage: crt([2,3,2], [3,5,7]) # Szun Cu példaja
23

7. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznélva az alabbi forrasokat:
[1] https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa
[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Modular_arithmetic
[3] Bankszamlaszamok felépitése: 35/2017. (XII. 14.) MNB rendelet, 1. melléklet
[4] Bankkodok, bankfiokkodok (a bankszamlaszamok elss nyole szamjegye):
https://www.mnb.hu/penzforgalom/a-hazai-penzforgalmi-infrastruktura/hitelesito-tabla
[5] https://en.wikipedia.org/wiki/Chinese_remainder_theorem

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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