Oszthat6sag, primszamok

Diszkrét modellek alkalmazasai

Szamelméletben elsGsorban egész szamokkal (Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}) foglalkozunk, ill.

specialis esetben természetes szamokkal (N = {0,1,2,...}).

1. Maradékos osztas

Az egész szamok korében a négy alapmiivelet (4, —, -, /) koziil csak harom miikodik altalanosan,
mert az osztas nem mindig egész szamot eredményez, pl. 2/3 ¢ Z.
Ezért az osztas helyett bevezetjiik a maradékos osztas fogalmat, amely az egész szamok kérében

is mindig elvégezhets (ha a nevezd nem nulla). Ez a mtivelet kévetkezs tételen alapul:

1.1. Tétel (Maradékos osztas tétele). Ha a,b € Z és b # 0, akkor egyértelmien létezik olyan q,r € Z,
hogy a = gb+1 és 0 <r <|b].

1.2. Definicid. A fenti tételben szerepls ¢ az a és b hanyadosa [quotient| (jelolés: a div b), r pedig
a maradéka |remainder| (jelolés: a mod b). A q és r kiszamitasat maradékos osztasnak nevezziik.
Példa. Ha a = 36 és b = 10, akkor ¢ = 3 és r = 6 (36-ban a 10 megvan 3-szor, és maradt a 6), mert
36=3-104+6¢és 0 <6 < 10. Azt is irhatjuk, hogy 36 div 10 = 3 és 36 mod 10 = 6.

Példa. Ha a = —36 és b = 10, akkor ¢ = —4 és r = 4. (Nem j6 a ¢ = —3 és r = —6, mert a tétel
szerint r nem lehet negativ.)

Sage-ben a hanyadost két perjellel (//), a maradékot pedig szazalékjellel (%) szamithatjuk ki:

sage: 36 // 10
3
sage: 36 % 10
6

A kett6t egyszerre is kiszamithatjuk (hatékonyabban, mint kiilon-kiilén):

sage: divmod(36, 10)
(3, 6)

Vigyazat: a sima osztast (/) keriiljiik, ha egész szamokkal szamolunk, mert az eredmény nem
Integer (egész szam) tipusi lesz, hanem Rational, még akkor is, ha egyébként matematikailag
egész szém az eredmény. Ez probléméakhoz vezethet, ezért hasznaljuk inkabb mindig a maradékos

osztas (//) miveletét, amely Integer-t ad. Példaul:

sage: 36 / 10

18/5 # nem egész szam
sage: 30 / 10
3 # latszdlag egész szam...
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sage: type(30 / 10)

<class ’sage.rings.rational.Rational’> # de a tipusa nem Integer!

sage: type(30 // 10)

<class ’sage.rings.integer.Integer’> # csak igy lesz Integer

sage: # Es a tipus fontos, példaul a "prim" raciondlis szamokra értelmetlen:
sage: (30 / 10).is_prime()

False

sage: (30 // 10).is_prime()

True

2. Oszto

2.1. Definicié. a € Z oszthatd b € Z-vel [divisible], ha 3¢ € Z : a = be. Jeldlés: b | a.
"Nem oszthato" jelolése: b 1 a. Azt is mondjuk még, hogy b osztdja a-nak |divisor|, valamint

a t6bbszorose b-nek [multiple].
Példa. 6 oszthato 2-vel (2 osztoja 6-nak), mert 6 =2 - 3.

(Megjegyzés: bar "oszthatosag" a neve, mégsem osztassal, hanem szorzéassal definialjuk. Egyrészt azért, mert
a szorzas egyszertibb miivelet, masrészt pedig igy nem kell kilépniink a Z-bél. Ez majd lehetévé fogja tenni, hogy
kiterjessziik az oszthatosagot olyan strukturakra is, ahol egyéltalan nincs osztas.)

Vegyiik észre, hogy a fenti definicié szerint 0 oszthat6 0-val (ez a konvencié kés6bb még hasznos
lesz), tehat nem igaz, hogy "a oszthatd b-vel, ha a/b egész szam". Ez csak akkor igaz, ha kikotjiik,

hogy b # 0. Hasonl6 igaz a maradékos osztasra is:

2.2. Tétel (az oszthatosag kapcsolata az osztassal és a maradékos osztéssal).
Ha a,b € Z és b # 0, akkor:

1.bla < a/beZ;

2.b|la <= amodb=0.

2.3. Tétel (az oszthatosag tulajdonsagai).

reflexiv: Ya € Z : a | a (minden szam oszthaté énmagdval);
Va€eZ:al0 (a0 minden szammal oszthatd);
VaeZ:1|a (minden szdim oszthatd 1-gyel);

Va€eZ:0|a < a=0 (csak a 0 oszthatd 0-val);
tranzitiv: Ya,b,c € Z:a|b N b|lc = al¢;

N-ben antiszimmetrikus: Ya,b € N:a|b A b|la = a=0;
Va,b,c€Z:a|b N a|c = a|b+c (ha minden tagnak osztdja, akkor az dsszegnek is);
Va,b,c€Z:a|b AN alc = a|b—c;

Va,b,c,d €Z:a|b A c|d = ac|bd;

Va,be NT:a|b = a <b.
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Kapcsolodo fogalmak:
2.4. Definicié. b € N valodi osztdja a € N-nek |proper divisor|, ha osztoja, és b # a.
2.5. Definicié. a € Z trivialis osztoi |trivial divisors| az 1, —1, a és —a.

Példa. N-ben 6 osztoi: 1,2, 3,6; valodi osztoi: 1,2, 3; nemtrividlis osztoi: 2, 3.



Sage-ben az oszthatosaggal kapcsolatban a kovetkezs miiveleteket hasznalhatjuk:

sage: 5.divides(10)

True

sage: 5.divides(12)

False

sage: 0.divides(0)

True

sage: divisors(12) # pozitiv osztdk listaja

(1, 2, 3, 4, 6, 12]

sage: # Maradékos osztéassal (ha az osztd nem nulla):
sage: 10 % 5 == 0

True

sage: 12 %, 5
False

sage: 0 % 0 ==
[...]

ZeroDivisionError: Integer modulo by zero
Vezessiink be még egy kapcsolodo fogalmat:
2.6. Definicid. a és b asszocialtak |associates|, ha a | b és b | a.

N-ben csak az egyenld szamok asszocialtak. Z-ben viszont a és b akkor és csak akkor asszocialtak,
ha a = b vagy a = —b, tehat nemcsak az egyenl§ szamok, hanem az ellentettpérok is azok.

Miért érdekesek az asszocidltak? Ha két szam asszocialt, akkor oszthatdsag szempontjabol
pontosan ugyantgy viselkednek, pl. 2 | 6 = 2| —6, —2 | 6, —2 | —6. Igy tehat az asszocialtak
kozil legtobbszor elég csak az egyiket vizsgélni, példaul Z-ben elég csak N-nel foglalkozni.

(Megjegyzés: innen még nem latszik, hogy miért van kiilon neve az asszocialtaknak, és miért nem csak ugy hivjuk
Sket, hogy "azonos abszolut értékd szamok". Kés6bb viszont majd altaldnositjuk az oszthatosagot méas strukturakra,
és ott az asszocidltnak mar nem lesz koze az abszolut értékhez és az eljelhez.)

Az asszocialtsag ekvivalenciarelacio, azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacio.

Az oszthatosag fenti tulajdonsagainél lathattuk, hogy N-ben antiszimmetrikus, és ezért részbenrendezés is (=
reflexiv + antiszimmetrikus + tranzitiv). De miért kellett kikotni, hogy N-ben? Ha Osszevetjiik az asszocidltsag és
az antiszimmetria definiciojat, akkor lathato, hogy az oszthatésag akkor és csak akkor lesz antiszimmetrikus (és igy
részbenrendezés), ha csak az egyenls szamok asszocialtak, tehat N-ben igen, de Z-ben nem.

(Vegyiik észre, hogy N-ben az oszthatosag mint részbenrendezés bar tobbnyire ugyanigy "rendez", mint a ter-
mészetes rendezés (<) — lasd az oszthatosag fenti utolsé tulajdonsagat —, de nem mindig: a kivétel a 0, amely az N

legkisebb eleme, de az oszthatosiag szempontjabol a "legnagyobb", hiszen minden szam osztja a 0-t.)

3. Primszamok

3.1. Definicié. Egy n € N szam primszam [prime number|, han > 1 és csak trivialis oszt6i vannak.

Masképpen megfogalmazva: n primszam, ha pontosan két pozitiv osztéja van (1 és n).
Példa. Az els6 néhany primszam: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67, .. ..

3.2. Definicio. Egy n € N szam Osszetett szam [composite number|, ha n > 1 és nem primszam.



Megjegyzés: az 1 nem primszam és nem is Osszetett szam. Hogy ezt miért szokas igy definialni,
azt majd késbb (a szamelmélet alaptételénél) fogunk megérteni.

A Sage néhany primszamokkal kapcsolatos mivelete:

sage: is_prime(7) # vagy: 7.is_prime()
True

sage: next_prime(1000)

1009

sage: previous_prime(1000)

997

sage: nth_prime(4) # a negyedik primszam

7

sage: primes_first_n(4) # az elsd 4 primszam

[2, 3, 5, 7]

sage: prime_range(20) # mint a range(), csak primszamokra

(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19]

sage: prime_range(10, 20)

[11, 13, 17, 19]

sage: random_prime(1000) # véletlen primszam 2-t8l 1000-ig
193

sage: random_prime (1000, lbound=500) # 500-tdl 1000-ig
613

Figyeljiikk meg, hogy milyen szamjegyekre végz&dhetnek a primszamok. A 2 kivételével a végzEdés
csak paratlan lehet, mert kiilonben a primszam oszthat6 lenne 2-vel. Hasonléan, az 5 kivételével
nem végzddhetnek 5-re, mert akkor oszthatoak lennének 5-tel. Ezért tizes szdmrendszerben a p > 7

primszamok lehetséges végzddései: 1, 3, 7 és 9.

3.3. Definicié. Egy p primszam ikerprim [twin prime|, ha p — 2 vagy p + 2 is primszam. A két
primszamot egyiitt ikerprimparnak nevezziik.

Példa. Az els6 néhany ikerprimpar: (3,5),(5,7),(11,13),(17,19), (29, 31), .. ..

3.1. Prébaosztas

Hogyan tudjuk eldénteni — a Sage fiiggvényei nélkiil —, hogy egy adott n € N szam primszam-e?
A legegyszertibb modszer a probaosztds: megnézziik az Osszes lehetséges szamra, hogy osztoja-e.

De mik a "lehetséges szamok"? Mivel 1 és n biztosan osztdja, n-nél nagyobb osztdja pedig nem
lehet, ezért a legegyszertibb, ha 2-t6l n—1-ig végignézziik az 6sszes szamot, hogy osztja-e n-et. Ez
azonban nagy n-ekre nagyon sokaig tart, ezért célszeri javitani a modszert.

Elgszor is, nem kell n—1-ig menni, elég n/2-ig (pontosabban |n/2]-ig), hiszen annal nagyobb
valodi osztdja tgysem lehet az n-nek. Ezzel maris megfeleztiik a futési idét.

De valojaban n/2-ig sem kell menni, elég v/n-ig, ugyanis minden k oszténak van egy n/k parja,
amely szintén oszt6, és ha k > /n, akkor n/k < \/n, tehat ez utébbit mar meg kellett talalnunk.
Példaul n = 100 esetén elég 10-ig menni, mert ha osztdja pl. a 20, akkor osztoja a 100/20 = 5 is, ami
10 alatt van. (Es a gyokvonast megsporolhatjuk, ha a k < v/n feltételt négyzetre emeljiik: k% < n.)
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A probaosztéas algoritmusa tehat:

Primszam-e(n):

Bemenet: n € N
ha n < 2 — nem primszam

ciklus k := 2-t6] amig k* <n

ha k| n
| — nem primszdm

| — primszdm

Ezt igy implementéalhatjuk Sage-ben:

def primszam (n):

if n < 2: return False

k=2
while kxk <= n:
if n % k == 0:
return False
k += 1

return True

Az algoritmust lehet még tovabb javitani. Példaul elég kettesével lépkedni: ha ugyanis a 2-t
megvizsgaltuk, és az nem osztja az n-et, akkor utdna mar elég csak a paratlan szdmokat vizsgélni.
Ezt a logikat tovabbfejleszthetjiik, ha a 2 és a 3 ellendrzése utan hatosaval (6 = 2 - 3) lépkediink, és
csak a 6k + 1 és a 6k + 5 alaku szamokat vizsgaljuk, mert a tobbi Ggyis oszthatd 2-vel vagy 3-mal.

3.2. Primtényezds felbontas

Miért fontosak a primszédmok? Ezt leginkdbb a kivetkezs tétel vilagitja meg.

3.4. Tétel (A szamelmélet alaptétele). Minden 1-nél nagyobb egész szam a sorrendtdl eltekintve

egyértelmien felirhato primszdmok szorzataként.
Példa. 360 =2-2-2-3-3-5.

3.5. Definici6. A fenti tételben szerepls felirast primtényezds felbontasnak vagy primfelbon-

tasnak nevezzik [prime factorization)].

A tétel kulcsfontossagi szava az "egyértelmien", azaz olyan nem fordulhat eld, hogy kiilonb6zé
primfelbontassal ugyanazt a szamot kapjuk, pl. 2-7 # 3-5. Az persze lehetséges, hogy ugyanazokat
a primtényezdket kiilonbozé sorrendben irjuk fel, pl. 30 = 2-3-5 = 5-2- 3, de ez a két feliras
"lényegében" ugyanaz, erre utal a "sorrendtdl eltekintve egyértelmiten" kitétel. A teljes egyértel-
miiséget példaul tgy érhetjiik el, ha kikotjiik, hogy a primszamokat névekvd sorrendben kell felirni.
Ekkor roviditésként az egymas mellé keriil§ azonos primtényezket 0sszevonhatjuk hatvannya. Az

igy kapott felirdsnak kiilon neve is van:

3.6. Definicio. Egy n > 1 egész szam kanonikus alakjan [canonical representation| az egyértel-
mien létezé n = plflplz€2 e pfnm szorzatot értjiik, ahol p; < ps < ... < p,, primszamok, és a k; kitevék
pozitiv egész szamok.

Példa. 360 kanonikus alakja: 2° - 32 - 5.



Ahogy fent irtuk, a kanonikus alak mér teljesen egyértelmii.

A szédmelmélet alaptételébsl megérthetjiik, hogy miért fontosak a primszamok: ezek ugyanis
a pozitiv egész szamok "épitGkockai", azaz minden 1-nél nagyobb egész szam ilyenek szorzatara
bonthato fel. (Megjegyzés: nem kivételek a primszamok sem, amelyek egyetlen primszam szorzatara,
azaz énmagukra bonthatok fel, pl. 13 = 13.)

A szamelmélet alaptételébdl azt is megérhetjiik, hogy az 1-et miért nem tekintjiik primszamnak: az ugyanis nem

valodi épitSkocka, mert 1-gyel szorozva nem valtozik a szam, igy ha azt is primszamnak tekintenénk, azzal elveszne az
egyértelmtiség, pl. 6 =2-3=1-2-3=1-1-2-3 sth.

Sage-ben a primfelbontast a factor () fiiggvénnyel allithatjuk eld:

sage: factor(360) # vagy: 360.factor()
273 * 372 x5

A factor() visszatérési értéke egy Factorization tipusii objektum, amely sorozatként is tud

viselkedni, azaz pl. egy for-ciklussal felsorolhatd, ahol az elemek a (p;, k;) parok, példaul:

sage: for (p, k) in factor(360):

print (f"prim: {p}, kitevd: {k}")
prim: 2, kitevd: 3

prim: 3, kitevd: 2

prim: 5, kitevd: 1

Megjegyzés: a primfaktorizacio, azaz a primfelbontas elGallitasa nagy szdmok esetén nagyon nehéz
feladat. Olyannyira, hogy egyes kriptografiai rendszerek (pl. az RSA, mint kés¢bb latni fogjuk) azon

alapulnak, hogy senki nem fogja tudni megtalélni a titkos primtényezsit egy hatalmas szamnak.

3.3. Eratoszthenész szitaja

Hogyan tudjuk elGéllitani az 6sszes primszamot adott n-ig?

A naiv megoldéas az lenne, hogy minden szamrol kiilon-kiilon eldontjiik probaosztéssal (lasd fent),
hogy primszam-e. Ez azonban rengeteg felesleges munkat jelentene (példaul ha egy szamrol kidertilt,
hogy oszthato 13-mal, akkor a kévetkezd 12 szamra ezt mar felesleges megnézni).

Ennél jobb megoldast kinal Eratoszthenész szitaja: irjuk fel az egész szamokat 2-t6l n-ig, majd
szisztematikusan hizzuk ki az Osszetett szamokat a mar felfedezett primszamok segitségével. Az
els6 primszam a 2, ezért hizzuk ki a tobbi paros szamot, mert azok Osszetett szamok. A kovetkezd
primszam a 3, ezért huzzuk ki a tobbi 3-mal oszthato szamot. A 4-est méar kihiztuk, tehat az nem
primszam. A kévetkezd érintetlen szam az 5-0s, tehat az primszam, ezért huzzuk ki az 6sszes tébbi
5-tel oszthato szamot, és igy tovabb. Végiil pontosan a primszamok maradnak.

Példaul igy néz ki a szita els6 néhany 1épése n = 25-ig:

2345|6789 10[11|12]13[14[15 16|17 [18|19[20 |21 |22]23 |24 |25
20| 31 A|5|[A|[T[A[9| M| 11| |13 | 4|15 || 17| 5|19 | 27| 21 | 27| 23 | 24| 25
2(B[ 45| #|7|8| ]| 10|11 |7 |13 | 14| 5| 16| 17 |} | 19| 20 | 24| 22| 23 | 24| 25
2|3 | A|[6]|6|7|8| 0| M| 11| 12|13 |14 | 15| 16| 17 | 48|19 | 20| 24| 22| 23 | 24 | 2

Néhéany észrevétel, amellyel gyorsitani lehet az algoritmust:
1. Itt is elég csak y/n-ig menni a primekkel, hiszen az annal nagyobb primszamok tébbszordseit

méar kihiztuk valamelyik kisebb primszammal. (Példaul fent valoban elég volt 5-ig menni.
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A 7 t6bbszordseit hidba néznénk, azzal mar nem tudnank djabb szdmot kihizni: a 14-et mar
kihiaztuk a 2-vel, a 21-et pedig a 3-mal.)
2. Egy adott p primszamnal nem kell 2p-t6] kezdeni az athuzast, hanem elég p*-t6l. Miért? Mert
a p és p? kozotti p-tobbszoroscknek volt kisebb prim osztéja, igy azokat mar kihtztuk. (Példaul
az b-tel a 15-6t nem kellett kihtizni, mert azt a 3-mal mar megtettiik.)
Tehat igy néz ki az algoritmus:

Eratoszthenész szitaja(n):

Bemenet: n € Nt

Kimenet: P, egy logikai értékekbdl (igaz/hamis) allo lista 0-tol n-ig, ahol P[i] jelzi,
hogy ¢ primszam-e.

P-ben kezdetben minden igaz, kivéve P[0] = P[1] = hamis.

ciklus 7 := 2-t6] amig i?<n

ha P[i]
L ciklus j := i>-t6l i-esével (i, i>+14, > +2i,...) amig j <n
| P[j] := hamis

(Megjegyzés: bar P-nek elég lenne 2-t6l indulnia, de az egyszertiség kedvéért 0-t6l indul, hogy
Sage-ben konnyebb legyen implementélni.)
Bebizonyithato, hogy az algoritmus futasi ideje nagysagrendileg nloglogn 1épés, amely nagy

n-ekre sokkal gyorsabb, mint a primek egyenkénti vizsgalata, amely n+/n lépést igényel.

4. Osztok szama és Osszege

Vizsgaljunk meg még néhany érdekes fogalmat az osztokkal kapcsolatban. Példaul:
4.1. Definicié. Jeldlje 7(n) az n € NT pozitiv osztéinak szamat. (7 kiejtése: "tau".)
Példa. 7(6) = 4, mert n = 6-nak 4 pozitiv osztdja van: 1, 2, 3 és 6.

[rassuk ki a 7 fiiggvény elsé néhany értékét (Sage-ben number_of_divisors() a neve):
sage: matrix([[n, number_of_divisors(n)] for n in range(1, 26)]) .transpose()

[1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25]
[1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2 4 45 2 6 2 6 4 4 2 8 3]

Az osztoszam-fiiggvény jol elkiiloniti a primszamokat, az Osszetett szamokat és az 1-et:

e 7(1) =1,

e 7(n) =2, ha n primszam, és

e 7(n) > 3, ha n Osszetett szam.

Hogyan tudjuk kiszdmitani az osztoszam-fliggvényt? A legegyszeriibben (és a legkevésbé ha-
tékonyan) a definicié alapjan, azaz hogy megszamoljuk az osztéit. Ha viszont ismerjiik a szam

primtényezds felbontasat, akkor hatékonyabb megoldast is tudunk adni:

4.2. Tétel (7 kiszamitasa). Ha n kanonikus alakja n = pi'ph? - - - pkm  akkor
T(n) = (k1 +1)(ka+1)--- (km + 1).

Példa. 360 = 2° - 3% - 5, ezért 7(360) = (3+ 1)(2+ 1)(1 +1) = 24.



(Bizonyitas: az n barmely osztojaban csak ugyanazok a primtényezdk lehetnek, mint n-ben, és legfeljebb ugyan-
akkora hatvanyon. Ezért az osztok plf pl22 e pin alakuak, ahol a p;-k ugyanazok, mint n-ben, és minden I; kitevs 0 és
k; kozott lehet, ami (k;+1)-féle lehetség. Hany ilyen oszt6 létezik? Ahéanyféleképpen kivalaszthatjuk az I;-ket, azaz
(k1+1)(ka+1) - (km+1). De honnan tudjuk, hogy ezek tényleg mind kiilonb6z6 osztok lesznek, azaz nem szamoltuk
semelyik osztot sem tobbszor? A szamelmélet alaptételébdl, amely szerint a primtényezss felbontés egyértelmd.)

Most nézziink egy masik nevezetes szamelméleti fliggvényt:
4.3. Definicié. Jeldlje o(n) az n € N pozitiv osztoinak osszegét. (o kiejtése: "szigma".)
Példa. 0(6) =1+2+3+6 = 12.

A o fiiggvény elsé néhany értéke:

sage: matrix([[n, sigma(n)] for n in range(l, 26)]).transpose()
[1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25]
[1 3 4 7 612 8 15 13 18 12 28 14 24 24 31 18 39 20 42 32 36 24 60 31]

Ezt is ki lehet szamitani a primfelbontasbol:

4.4. Tétel (o kiszamitasa). Ha n kanonikus alakja n = p’f1p’2€2 cophmakkor

k1+1 -1 k2+1_1 Em+1 _q
O_(n):pl 'p2 pm
p1—1 pa— 1 Pm— 1

Néha hasznaljuk a o(n) egy valtozatat, ahol az n-et magét kihagyjuk az osztok koziil:
4.5. Definicié. Jeldlje s(n) az n € NT valodi osztoinak dsszegét |aliquot sum].

Mas szoval: s(n) := o(n) — n.

Ezen fiiggvény segitségével definialhatunk néhény érdekes szamtulajdonségot:
4.6. Definicié. n € N* t6kéletes szam [perfect number|, ha s(n) = n.
Példa. 6 tokéletes szam, mert s(6) =1+ 2+ 3 = 6.

A nem tokéletes szamokat két csoportba oszthatjuk:

4.7. Definici6. n € N' bévelkeds szam [abundant number|, ha s(n) > n, és hiAnyos szam

|deficient number], ha s(n) < n.
A tokéletes szamokhoz kapcsolodik még egy fogalom:

4.8. Definicié. a € N* és b € Nt baratsagos szampar |amicable numbers|, ha s(a) = b és s(b) = a,
de a # b.

Példa. 220 és 284 baratsagos szampar, mert s(220) = 14+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110 = 284
és (284) = 142+ 4+ 71 + 142 = 220

5. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznalva az alabbi forrasokat:
[1] https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa
[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_division
[3] https://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental_theorem_of _arithmetic
[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Perfect_number

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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