Polinomosztas

Diszkrét modellek alkalmazasai

A korabbi jegyzetekben (Oszthatosag, primszamok; Legnagyobb kozos osztd) szo volt az egész
szamok osztasarol, oszthatosagarol és kapcesolodo tulajdonsagokrol. Ebben a jegyzetben ezek meg-
felelirdl lesz sz6 polinomokra. S6t, sok esetben altalanosabban, gytrtkre fogjuk vizsgalni ezeket
a fogalmakat (lasd: Algebrai strukturak). Ezaltal egy csapésra intézziik el az egész szamokat és a

polinomokat, és lehetévé valik a mas struktirakra valo kiterjesztés is.

1. Maradékos osztas

Ahogy az egész szamok korében nem lehet altalaban osztani (pl. 2/3 ¢ Z), tgy a polinomoknal
sem (példaul x/(z + 1) nem polinom). Viszont ahogy az egész szamoknal, ugy itt is bevezethetjiik a

maradékos osztas fogalméat (vo.: Oszthatosag, primszamok, 1.1. Tétel):

1.1. Tétel (Maradékos osztas tétele polinomokra). Ha K test, a,b € Klx| és b # 0, akkor egyértel-

mden létezik olyan q,r € K[z|, hogy a = qb+ r és degr < degb.

1.2. Definici6. A fenti tételben ¢ az a és b hAnyadospolinomja, r pedig a maradékpolinomja.

Példa. Ha a = 22° + 22 — 20 — 1 és b = 2 — 2z + 1, akkor ¢ = 22 + 5 és r = 6z — 6, mert

a=22"+12°—22—1= (20 +5)(2* — 22 + 1) + (62 — 6) és deg(6z — 6) < deg(x® — 2z + 1).
Kézzel nagyon hasonléan lehet polinomokat maradékosan osztani, mint egész szdmokat, csak

nem a szamjegyek helyiértéke szerint haladunk, hanem a tagok fokszdma szerint. Az a-bol kiindulva,

minden lépésben levonjuk bel6le b-nek azt a tobbszorosét, hogy a fGegyiitthato éppen eltiinjon, ezaltal

a maradék fokszama kisebb legyen. Ezt addig folytatjuk, amig a fokszam degb ala nem csokken, és
akkor megkaptuk a maradékot. A fenti példara (a = 22° + 2% — 20 — 1 és b= 2> — 22 + 1):

Do = a =223 + 2% — 22 — 1,

pri=po — 22 -b=>5z% — 4z — 1,

pe:=p; — bH-b=06x—6,
ahol degps < degb, ezért készen vagyunk, és a maradék r := py = 6x — 6, a hdnyadost pedig a b

szorz6ibol allithatjuk Ossze: ¢ = 2x + 5.

Sage-ben a maradékos osztés ugyantgy miikodik, mint egészekre (// és %):

sage: P.<x> = QQ[] # ZZ[] nem jo!

sage: a = 2*%x"3 + x72 - 2%x - 1; b =x72 - 2%x + 1
sage: a // b

2*%x + 5

sage: a % b

6*x - 6



Vigyazat: a sima osztéast (/) itt is keriiljiik, mert nem polinom tipusu lesz az eredmény:

sage: a / b # nem polinom az eredmény

(2%xx~2 + 3*x + 1)/(x - 1)

sage: (b*x) / b # akkor sem, ha annak tiinik!

X

sage: _.degree() # nem mikodik, mert nem polinom tipusi
[...]

AttributeError: ’[...]° object has no attribute ’degree’

Fontos, hogy a maradékos osztés altalaban csak test folott mikodik. Példaul Z[z]-ben (ahol Z nem
test) a = x> +3 és b = 22 hanyadosa ¢ = 1/2-x, maradéka r = 3, vagyis Z[z]-ben nem miikodik, csak
Q[z]-ben, mert b fdegytitthatojaval kellett hozza osztani. De maés testet is hasznalhatunk, példaul
Zs[x]-ben a = 22 + 3 és b = 2z hanyadosa ¢ = 3z, maradéka r = 3 (hiszen Zs-ben 2 ' = 3).

Erdekes speciélis eset, ha az oszto b = x — ¢ alaku, vagyis egy gyoktényezs. Ekkor a maradékos
osztas tétele miatt p = (z — ¢) ¢ + r, ahol degr < degb = 1, azaz a maradék egy konstans polinom.
Ebbe c-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy p(c) = 0¢q(c) + r = r, vagyis a maradék nem méas, mint
p helyettesitési értéke c-ben. Specidlisan, ha ¢ gyoke p-nek, akkor a maradék 0, azaz p = (x — ¢) q.
Ha p(c)-t a Horner-modszerrel szamitjuk ki (lasd: Polinomok alapjai), akkor belathato, hogy a ¢

hényadospolinomot is automatikusan megkapjuk:

1.3. Tétel. Ha p € Klz| és ¢ € K, akkor p = a2 + ...+ a1z + ay €s b = x — ¢ maradéka a
p(c) konstans polinom, hdnyadosa pedig ¢ = by,_12™ "+ ...+ byx + by, ahol a by-k a Horner-mddszer
algoritmusdban szerepld b vdltozo menet kozbeni értékei, egészen pontosan a kévetkezd rekurzioval

irhatok fel: b,_1 = a, €s by := bpi1c+ agy1.
Példa. p = 22° — 32% — 4247 és ¢ = 2 esetén a Horner-elrendezés szerint p(c) = ((2¢—3)c—4)c+7,
azaz by = 2 (= p f6egyiitthatoja), by = bpc =3 =1, bg = bjc —4 = =2 és b_1 = byc + 7 = 3, azaz
q="byx® +bx+by =22 +1—2ér =p(c) = b_; = 3. Ugyanezt tablazatos formaban is felirhatjuk,
ahol az els6 sorba irjuk p-nek az egyiitthatoit, a mésodik sorba pedig kiszamitjuk a by-kat:
2 =3 -4 7 «— p=2"-327—da+7
c=2|2 1 -2[3 +— g=2"+2-2 p(c)=3

2. Oszthatosag

Ebben a szakaszban az egész szamokra jol ismert oszthatosag (b | a) fogalmat terjesztjik ki
gytirtikre — egészen pontosan integritasi tartomanyokra. Emlékeztets: a f6bb integritasi tartoméanyok

a 7Z, a polinomgytrik (K[z], ahol K integritasi tartomény) és barmely test.

2.1. Definicié. Egy R integritasi tartoményban a € R oszthatd b € R-rel (azaz b osztdja a-nak),
ha 3c € R : a = be. Jelolés: b | a.

Példa. Z-ben 2 | 6, mert 6 = 2 - 3.
Példa. R[z]-ben 2% —2 —1 oszthaté x —1-gyel (z—1 | 22° —x—1), mert 22> —2—1 = (z—1)(2v+1).

Példa. Testben a fogalom trivialis, mert minden elem oszthatdé minden nemnull elemmel, hiszen
mindig létezik ¢ := b/a. Példaul Q-ban 5 oszthato 2-vel, mert 5 =2 - (5/2).



Az oszthatésig polinomok esetén azért érdekes, mert kovetkeztetni lehet belgle a gyokokre: ha
b | a, akkor b minden gytke egyuttal a-nak is gytke (és legalabb annyiszor, mint b-nek). Példaul
x — 1-nek gydke az 1, és x — 1 | 20° — 2 — 1, ezért ebbdl tudjuk, hogy 22° — x — 1-nek is gydke az 1.

Akércsak egészek esetén, polinomokra is konnyen eldonthets az oszthatosag a maradékos osztéas
segitségével: ha b # 0, akkor b | a <= a mod b = 0.

Az oszthatosag altalanos targyalasahoz sziikségiink lesz néhany 1j fogalomra:
2.2. Definici6o. Az R integritéasi tartomanyban u € R egység [unit|, ha osztoja az egységelemnek.
Példa. Z-ben két egység van: 1 és —1 (az 1 osztoi).
Példa. R[z]-ben minden nulladfoka polinom (azaz nemnulla konstans polinom) egység.
Példa. Testben minden elem egység, kivéve a nullelemet.

Példa. Egy altalanos K |x] polinomgyftirtiben az egységek a K egységei (mint konstans polinomok),

pl. Z[x]-ben 1 és —1, Q[z]-ben pedig az dsszes nemnulla konstans.

Fontos: ne keverjik Ossze az egység [unit| és az egységelem [identity element| fogalméat: egység-
elembdl csak egy van, egységbdl viszont, mint lattuk, tobb is lehet.

Az oszthatosaggal kapcesolatban sziikségiink lesz egy masik fontos fogalomra:

2.3. Definici6. Az R integritési tartoményban a € R és b € R asszocialtak |associates|, ha egymés

osztoi: a | b és b | a.
Példa. Z-ben az asszocialtak az azonos abszolut értéki szamok, pl. 5 és —5.

Példa. R[z]-ben az asszocidltak az egymés nemnulla konstansszorosai, példaul a kovetkezék mind
asszocialtak: x — 1, 20 — 2, 32 — 3, —x + 1, —x/2+ 1/2 stb.

Példa. Testben barmely két elem asszocialt, kivéve a nullelemet.

Vegyiik észre, hogy az asszocialtak mindig egymas egységszeresei, pl. Z-ben —5 = —1-5, R[z]-ben
20—2 = 2-(z—1) sth. Az asszocialtaknak az a jelent&sége, hogy oszthatosag szempontjabol pontosan
ugyanuigy viselkednek, pl. 2 |6 = 2| -6, —2 | 6, —2 | —6. Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy

az asszocidltak "lényegében" ugyanazok.

3. Irreducibilis elemek

Most kovetkezzen a primszdm fogalméanak altalanositasa:

3.1. Definici6. Egy R integritési tartomanyban a € R irreducibilis elem (vagy felbonthatatlan),
ha nem a nullelem, nem egység, és nincs mas osztdja, csak az egységek és a-nak az asszociltjai.

A "nem a nullelem, nem egység" annak felel meg, hogy a primszamoknal kizartuk a 0-t és az 1-et,
a "csak az egységek és a-nak az asszocialtjai" pedig annak, hogy "csak 1 és n az osztoja".
Példa. Z irreducibilis elemei a primszamok és azok ellentettjei: 2,3,5,7,11,..., —2, -3, =5, —7,.. ..
(A primszamokat az egyszertiség kedvéért ugy definialtuk, hogy pozitivak legyenek, azaz kivalasztot-

tunk egy-egy kitiintetett elemet az asszocialtak koziil. Ez azonban altalaban nem ilyen egyszert.)
Példa. Z[z]-ben az x? —2 polinom irreducibilis, de R[z]-ben nem az, mert z2 —2 = (. —v/2)(z++/2).

Példa. Testben nincsenek irreducibilis elemek, mert minden elem nullelem vagy egység.



Polinomgytirtikben (K |[x]) vizsgaljuk meg alaposabban is az irreducibilis polinomokat:
1. Test f6l6tt minden els6foki polinom irreducibilis, hiszen p = ax + b oszt6i csak konstans és
elséfokt polinomok lehetnek, az el6bbiek egységek, az utdébbiak pedig p asszocialtjai.
2. Els6nél magasabbfoku irreducibilis polinomnak nem lehet gyoke (az adott K alapgytiriiben),
mert ha lenne, akkor kiemelhetnénk belGle egy gyoktényezst, és akkor nem lenne irreducibilis.
3. C[z]-ben csak az elssfoku polinomok irreducibilisek, mert az algebra alaptétele miatt (Polino-
mok alapjai, 4.7. Tétel) minden nemkonstans polinomnak van gyoke.
4. Rlx]-ben csak els6- és masodfokt polinomok lehetnek irreducibilisek (pl. 2z + 3 és 2 + 1).
5. Z[x]-ben és Q[x]-ben viszont az irreducibilis polinomok fokszama tetszSlegesen nagy lehet, pl.
ott minden x" — 2 alakd polinom irreducibilis.
A primszamok jelentSségét a szamelmélet alaptétele mutatta meg (Oszthatosag, primszamok,
3.7. Tétel), amely a primtényezGs felbontéas egyértelmiiségérdl szolt. Ezt kézvetleniil nem tudjuk

altalanositani, mert nem minden integritasi tartoményra fog teljesiilni, csak egy résziikre:

3.2. Definicié. Az R integritasi tartomany Gauss-gytrd [unique factorization domain (UFD)),
ha a nullelem és az egységek kivételével minden elem egyértelmiien felirhaté irreducibilis elemek

szorzataként, ahol az egyértelmtiséget sorrendtdl és asszocialtsagtol eltekintve értjik.

Példa. Z a szamelmélet alaptétele miatt Gauss-gytird. Példaul —10 € Z-t tobbféleképpen is fel
lehet bontani: —10 = (—=2) -5 = 2. (=5) = 5-(—=2) = (—5) - 2, de ezek mind csak sorrendben és
asszocialtsagban (azaz elGjelban) térnek el, vagyis "lényegében" ugyanazok. (A szamelmélet alap-

tételénél az asszocialtsagrol szolo kitételt megusztuk, mert azt csak pozitiv szamokra mondtuk ki.)
Példa. Minden test trivialisan Gauss-gytrt, hiszen nincs mas elem, mint a nullelem és az egységek.

Példa. R[z] Gauss-gytird, pl. 2 —1 = (z+1)(z —1) = 22 +2)(z/2—1/2) = (=32 +3)(—x/3—1/3)
stb., de ezek mind csak sorrendben és asszocidltsagban (azaz konstans szorzoban) térnek el egymastol.

Példa. Ha K Gauss-gytri, akkor K[z] is Gauss-gytird, azaz Z|x], Q[z], Zs[z] stb. mind Gauss-gyrii.

Sage-ben az egész szamokra megismert factor () fliggvény tetszéleges Gauss-gytrtre miikodik,
a kovetkezo kiegészitéssel: az irreducibilis tényezoket tigy valasztja meg (az asszocialtak koziil), hogy
a lehetd legegyszertibbek legyenek (pl. Z-ben pozitivak), viszont ha igy nem jonne ki a szorzat (mert
pl. negativ szamot bontunk fel), akkor a szorzat elejére kiemel egy egységet (pl. —1). A factor()
eredménye egy Factorization tipusi objektum, amely sorozatként viselkedik (pl. egy for-ciklussal
felsorolhato), de az esetleges egység ebben nem szerepel, hanem kiilon kell lekérdezni a unit ()

tagfliggvénnyel. Példaul:

sage: F = factor(-40)

sage: F

-1 % 2°3 x5

sage: for (p, k) in F:
C print(p, k)
23

51

sage: F.unit()

-1



sage: P.<x> = QQ[]

sage: F = factor(2*x~2 - 1/2)
sage: F

(2) * (x - 1/2) * (x + 1/2)
sage: [p for (p, k) in F]

[x - 1/2, x + 1/2]

sage: F.unit()

2

4. Legnagyobb kozos oszto

Most kiterjesztjiikk a legnagyobb kozos osztd és a legkisebb kozos tobbszoros fogalmat (lasd a

Legnagyobb kozos 0szto c. jegyzetet) egészekrdl integritasi tartoményokra:

4.1. Definici6é. Az R integritasi tartomanyban a € R és b € R legnagyobb k6zos osztoja ¢ € R,

hacla ANc|lbAVYdeR:d|a N d|b = d]c. Jeldlés: Inko(a,b) vagy ged(a,b).

Tovabba a és b relativ prim, ha legnagyobb kozos osztojuk egység.

4.2. Definici6é. Az R integr. tartomanyban a € R és b € R legkisebb k6z6s t6bbszorose ¢ € R,

haalc ANble ANVdeR:a|d AN b|d = c|d. Jelolés: Ikkt(a,b) vagy lem(a, b).

Példa. Z-ben 12 és 20 legnagyobb kozos osztoja 4, legkisebb kozos tobbszorose 60.

Példa. R[z]-ben ap =2 — 22+ 1= (v —1)? ésaq= 22> — 2 — 1 = (z — 1)(22 + 1) polinomok

legnagyobb kozos osztoja = — 1, legkisebb kdzds tobbszérdse pedig (z — 1)*(2x + 1) = 22° — 32° + 1.
De ezekkel a fogalmakkal ilyen &altalanosan van néhény probléma. Példaul nem biztos, hogy

léteznek. Szerencsére azonban a szamunkra fontos specidlis esetekben garantélhato a létezés:

4.3. Tétel. Gauss-gyiriben bdrmely két elemnek van legnagyobb kozos osztdja és legkisebb kiozos

tobbszorose.

Tehat Z-ben, Z[z]-ben, R[x]-ben stb. mindig létezik Inko és lkkt. (A tétel nem meglepd, gondol-
junk csak arra, hogy Z-ben hogyan lehet ezeket kiszamitani a primtényezds felbontas segitségével.)
De van egy masik probléma is: az Inko és az lkkt nem egyértelmii!
Példa. Z-ben Inko(6,4) fenti definiciojat kielégiti 2 és —2 is. Az eredeti definicioban (Legnagyobb
koz0s 0szt0, 1.1. Definicid) is csak azért volt egyértelmiség, mert kikotottik, hogy az eredménynek
N-ben kell lennie.

Példa. A fenti p = 2? — 20 + 1 és ¢ = 22° — 2 — 1 polinomoknak, ha R[z]-ben nézziik, legnagyobb
kozos osztojaazry =x—1,az1ry = —x+1,azr3 = 2x — 2, az ry = —x /24 1/2 stb. (De ha Z[z]-ben
nézzik, akkor csak r és o az, mert ott r3 1 p és ry ¢ Zlx].)

Ha teljes egyértelmiiség nem is, de "bizonyos értelemben" vald egyértelmiiség fennéall:

4.4. Tétel. A legnagyobb kozds oszté €s a legkisebb kdzds tdbbszords, ha létezik, asszocidltsdgtol

eltekintve egyértelmi.

Példa. Z-ben az Inko eldjeltdl eltekintve egyértelmi: Inko(6,4) lehet 2 és —2 is, de mas nem. Ha

pedig lesziikitjiik N-re, akkor teljesen egyértelmi lesz.



Példa. R[z]-beli polinomoknal az Inko konstans szorzdtdl eltekintve egyértelmii: a fenti példaban
= —ry =1/2-r3 = —2r4. A teljes egyértelmiséghez pedig példaul kikéthetjiik, hogy a fSegytitthato
1 legyen (pl. akkor r; = x — 1 az "igazi" Inko). (De Z[z]-ben ez nem mindig miikodik.)
Most vizsgaljuk meg, hogy miért érdekes a polinomok legnagyobb kozos osztoja:

4.5. Tétel. Ha p € K|[z] és q € K|[z| legnagyobb kizds osztoja r € Klz|, akkor r gydkei pontosan a
p €s q kozos gydker, és r-beli multiplicitasuk a p-beli és a q-beli multiplicitdsaik kozil a kisebb.
Példa. A fenti p = 22 — 2z + 1 egyetlen gydke az 1 (de kétszeres); ¢ = 22% — 2 — 1 gydkei 1 és —1/2
(egyszeresek); ezért r = Inko(p, ¢)-nak (vagy barmelyik r;-nek) egyetlen gyoke az 1 (és az egyszeres).

Vagyis ha két polinom kozos gyokeit szeretnénk meghatarozni, akkor elég csak az Inko-juk gyokeit
kiszamitani, amely altalaban alacsonyabbfoki, mint az eredetiek, ezért konnyebb vele szamolni; ha
pedig konstans, azaz a két polinom relativ prim, akkor rogtén tudjuk, hogy nem lehet kozos gyokiik.

Polinomok legnagyobb kozos osztojat ugyanugy tudjuk kiszamitani, mint egész szamokét: az
euklideszi algoritmussal (lasd a Legnagyobb kozos oszto c. jegyzetet), hiszen polinomokat is lehet

maradékosan osztani (lasd ezen jegyzet elejét).
Példa. Euklideszi algoritmus a p = 2* — 423 + 1 és ¢ = 2® — 32° 4 1 polinomokra:
roi=p=a"—42® + 1,
ro=q =2 322 + 1,
ry i=19o mod 1 = —32° — x + 2,
rg:=rymodry =16/9 -z — 11/9,
ry := 19 mod r3 = —27/256,

r5 :=r3 mod ry = 0,

vagyis Inko(p,q) = —27/256. De, mint lattuk, az Inko nem egyértelmt, ezért vehetjik barmely
konstansszorosat is, pl. Inko(p,q) = —27 és Inko(p,q) = 1 is igaz. (Altaldban, ha konstans az

eredmény, akkor barmilyen més nemnulla konstans is j6.) Ez azt jelenti, hogy p és ¢ relativ primek,
tehat nem lehet kozos gyokiik. Megjegyzés: mivel az eredményben tigysem szamit a konstans szorzo,
ezért akiar menet kozben is egyszertisithetjiik a polinomokat egy-egy konstans szorzoval, pl. r3 helyett

szamolhatunk az egyszertbb rj := 9r3 = 162 — 11 polinommal, és igy tovabb.

Fontos: az euklideszi algoritmus altalaban csak test f6lotti polinomokra miikédik, pl. R[z]-ben
vagy Q[z]-ben. Nem miikodik viszont Z[x]-ben, mert tortekkel kell szamolni (ahogy a fenti példaban
is). Ez annak ellenére igaz, hogy maga a legnagyobb kozos osztd Z[x]-ben is létezik, példaul fent
Inko(p, q) = 1 € Z[z] — de ehhez elszor Q[x]|-ben kellett kiszamitani egy masik Inko-t: —27/256.

Nemcsak a normal euklideszi algoritmus, hanem a bévitett verzidja is miikodik polinomokra, és

pontosan ugyanugy, mint egészekre. Ezt a kivetkezs tétel biztositja:

4.6. Tétel (Bézout-lemma polinomokra). Ha K test, és p € Klx] és ¢ € K|[z] legnagyobb kizos
osztdja r € Klx|, akkor létezik olyan u,v € K|[x], hogy pu+ qu = r.

Példa. p=2° - 322+ 32— 1=(z—1)*¢ésq¢=22> —2 — 1 = (z — 1)(2v + 1) legnagyobb kozds
osztoja r = x — 1, és valoban: p-4/9+q-(—=2/9-2+5/9) =r, azaz u =4/9 és v =—2/9 -2 +5/9.

Sage-ben polinomokra ugyantugy miikodik a gcd(p, q) és az xgcd(p, q), mint egészekre. (Azt

leszamitva, hogy itt gcd(p, q) nem az egyetlen helyes megoldés, hiszen az Inko nem egyértelmd.)
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5. Algebrai derivalt

Analizisbdl ismerjiik a derivalt fogalméat, amelynek polinomokra is hasznos tulajdonsagai vannak.
[tt azonban nem szeretnénk az analizis eszkoztarat (pl. hatarérték, folytonossag) hasznélni, bizonyos
esetekben pedig nem is tudjuk (mert a diszkrét struktirakban, mint Z vagy Z,,, nincs folytonosséag).
Ezért ahelyett, hogy levezetnénk a derivaltat analizisbdl, inkdbb egyszertien csak definidljuk (és

algebrai derivaltnak nevezziik, arra utalva, hogy analizis nélkiil is miikodik):
5.1. Definicié. Egy K integritasi tartomény folotti
P=anz" + ... Fapx® 4+ .. 4 a2 + a1z + ag € K[x]

polinom algebrai derivaltja a kovetkez6 polinom:

/

po=na" 4 ka4 4 2001 + ay € K],
ahol a kay szorzat a k-tagi ap + ax + ... + ap Osszeget jelenti.
Példa. A p = 2 + 22? — 32 + 5 € Z[x] polinom derivéltja p’ = 32 + 42 — 3.

Megjegyzés: a fenti definicibban a kaj szorzat jelentését azért kellett megadni, mert az aj egyiitthatok nem
feltétleniil szamok, hanem egy tetszéleges K integritasi tartomanyboél vannak, azt pedig eddig nem definialtuk, hogy
azokat hogyan kell megszorozni egy szammal (a kitevSben ugyanis mindig egész szdmok vannak, barmilyen gytirtbdl is
vannak az egyiitthatok). Példaul Zs[z]-ben p = 22° algebrai derivaltja p’ = 5-22* = (242 +2+2+2)z* = Tz* = 2.

Tovabbi meglepetéseket okozhat, ha a polinomok egyiitthatéi nem szamok. A definiciobol ugyanis ugy tiinik, hogy
egy n-edfoku polinom derivéltja n—1-edfokta. Ez valos polinomokra (R[x]) igaz is, de Z,[z]-ben nem feltétlentl: pl.
ap=a°+22%+ 22 +1 € Zs[z] harmadfokn polinom derivaltja csak elsGfoka: p' = x + 2, ugyanis p’ masodfoku
egyiitthatoja Zs-ban elttint: 3 - Tz? = (T + 1 + 1)2® = 022, S6t, az is el6fordulhat, hogy a teljes polinom elttinik, pl.
p =%+ 2% + 1 € Z3[x] derivaltja p’ = 0.

Sage-ben egy polinom derivaltjat a p.diff () tagfiiggvénnyel kérdezhetjiik le.

Mire j6 egy polinom derivaltja? Erre a kovetkezé tétel ad vélaszt:
5.2. Tétel. Ha c € K a p € K[z]|-nek k-szoros gyoke (k > 1), akkor p'-nek k—1-szeres gyoke.

Példa. p = 2° — 42® — 32 + 18 = (v + 2)(x — 3)*-nek ¢ = 3 kétszeres gydke, p' = 327 — 8x — 3 =
(x —3)(3z+1)-nek pedig egyszeres. (Tovabba p-nek ¢ = —2 egyszeres gyoke, p'-nek pedig nem gyoke,

azaz "nullaszoros" gyoke.)

Vagyis a derivalt megérzi az eredeti polinom tobbszords gyokeit (eggyel alacsonyabb multipli-
citassal). Ezt kicsit megzavarja, hogy p’-nek lehetnek 0j gyokei is, mint a fenti példaban ¢ = —1/3.

De ezeket konnyen kisziirhetjiik, ha vessziik Inko(p, p’)-t, ami csak a kozos gyokoket tartalmazza.

Példa. A fenti példat folytatva Inko(p,p’) = x — 3, amelynek ¢ = 3 egyszeres gyoke, és mas gyoke

nincs. Ez tisztan jelzi, hogy p-nek egyetlen t6bbszords gyoke van, a ¢ = 3.

Ha tehat egy p polinomnak csak a tobbszoros gyokeire vagyunk kivancsiak, akkor elég csak az
Inko(p, p’) gyokeit kiszamitani, amely konnyebb, mert alacsonyabbfoki, és az Inko-t hatékonyan ki
tudjuk szamitani az euklideszi algoritmussal. S6t, ha Inko(p, p) konstans, akkor rogton tudjuk, hogy
p-nek nem lehetnek t6bbszoros gyokei, anélkiil, hogy barmilyen gyokot ki kellett volna szamitani.

Ha pedig leosztjuk a polinomot Inko(p,p’)-vel: p/Inko(p,p’) (amely szintén polinom, hiszen
Inko(p,p’) | p), akkor ennek pontosan ugyanazok a gyokei, mint p-nek, csak mindegyik egyszeres
(hiszen minden (z — ¢)*-bol leosztottunk (x — ¢)*7'-t). Ez azért hasznos, mert ha szeretnénk p

gyokeit kiszamitani, akkor érdemes elészor leosztani Inko(p, p')-vel, mert igy a gyokok nem valtoznak,



de csokkenthetjiik a polinom fokszamat. Ezt az eljarast négyzetmentesitésnek nevezziik.

Megjegyzés: a négyzetmentesités szampolinomokra (pl. R[z]-ben) tokéletesen miikodik, de mas struktarakban, pl.
Zo[2]-ben problémakba iitkozhet. Példaul fent lattuk, hogy p = 2% + 2 + 1 € Z3[x] derivaltja elttinik: p’ = 0. Ez
azért baj, mert ilyenkor p /Inko(p,p’) = p/p = 1, vagyis nem tudjuk kisztirni a tobbszoros gydkoket. Pedig lenne mit
kisztirni: p = 2% + 2% + 1 = (z — 1)%, azaz van egy hatszoros gydke, ¢ = 1.

Most nézziik meg, hogyan tudjuk hatékonyan kiértékelni egy polinom derivaltjat egy adott helyen.

A Polinomok alapjai c. jegyzetben megismertilk a Horner-modszert, amellyel hatékonyan ki
tudunk értékelni egy p polinomot egy ¢ helyen: p(c). Ha sziikségiink van a derivalt helyettesitési
értékere, p'(c)-re is, akkor azt nyilvan kiszamithatjuk ugyanigy p’-bdl. Ehhez azonban sziikségiink
van a p’ polinomra, amelynek kiszamitasa tovabbi szorzasokat (és memoriat) igényel. De ezt meg-
tszhatjuk: a Horner-modszer kiterjeszthets tigy, hogy a p(c)-vel egyiitt kiszamitsa p'(c)-t is, anélkiil,
hogy kozben kiszamitané a p’ polinomot. Erre a kovetkezé tétel ad lehetSséget:
5.3. Tétel. Hap € Klz|, c € K és p-nek az x— c-vel vett maradékos osztisinak hinyadosa q € K|[x],
azaz p = (x — ¢) q + p(c), akkor p'(c) = q(c).

Ez azért jo, mert a Horner-modszer automatikusan kiszamitja ¢-t (1asd fent a maradékos osztas-
nal), tehat abbol egy tjabb Horner-modszerrel kiszamithatjuk q(c)-t, azaz p'(c)-t is. Raadéasul ezt

a két lépést egyszerre is végezhetjiik, azaz nem kell eltarolni a teljes ¢-t. (Ennek a miiveletigénye

osszesen kb. 2n szorzés és 2n Osszeadas, mig a p’ kiszdmitasa tovabbi n szorzast igényelne.)
Példa. p = z* — 323 + 62 + 3 és ¢ = 2 esetén a Horner-modszer két 1épése igy irhato fel:

1 =3 0 6 3 <+— p=a'—32°+60+3

c=21 -1 =2 2‘7 — q=2"—2" 2242, plc)=7
c=2[1 1 02 — qlo)=pc)=2

Dupla Horner-médszer:

Bemenet: a p polinom ag, aq,...,a, egyiitthatoi és a c érték
Kimenet: (p(c),p'(c))
b:=a,
d:=0
ciklus k = n—1-tdl 0-ig
d:=d-c+b
L b:=b-c+ ay
L — (b, d)

6. Cyclic redundancy check (CRC)

Amikor adatot tovabbitunk egy fizikai csatornan keresztiil (példaul vezetékben vagy radiojelek-
kel), akkor el6fordulhatnak adatatviteli hibak, azaz hogy nem pontosan ugyanaz az adat érkezik meg,
mint amit elkiildtiink. Hogyan tudjuk észrevenni az ilyen hibékat?

Ehhez redundancidat hasznalunk: az iizenetet kiegészitjiik egy tun. ellenérzé koddal, amely j
informéaciot nem tartalmaz, de segit ellenérizni, hogy az atvitt adat helyes-e. Ha ugyanis a tovabbitas
utan az ellenérzé kod nem felel meg az iizenetnek, akkor biztosak lehetiink benne, hogy vagy az

lizenet, vagy az ellenérzé kod (vagy mindkettd) hibas.



Erre egy egyszerd példa a paritasbit: a kiildendd iizenetet, ami egy bitsorozat, egy 1j bittel
egészitjiik ki a kovetkez6képpen: ha az iizenetben paros szamu 1-es bit volt, akkor 0-t frunk a végére,
ha pedig paratlan, akkor 1-et. Igy a végeredményben mindenképpen paros szami l-es bit lesz.
Példaul: 0101 — 01010, ill. 1101 — 11011. Ha a csatorna masik végén azt kapjuk, hogy 11010, akkor
az biztosan hibas, mert paratlan sok 1-est tartalmaz. De hogy hol a hiba, azt nem tudjuk, példaul
a fenti két bitsorozat barmelyikétsl csak egy bitben tér el. Ezzel a modszerrel mindig észrevessziik,
ha egyetlen bit romlik el, de kett6t méar nem (mert attol paros marad az 1-esek szdma).

A paritasbitnél jobb megoldast ad hibadetektalasra a Cyclic Redundancy Check (CRC).

A CRC a bitsorozatokat polinomokként kezeli, ahol minden egytitthato egy-egy bit (0 vagy 1).
Példaul az 101011 bitsorozat az ° + 2® + x + 1 polinomnak felel meg (az utolsé bit a konstans tag,
az azel6tti az els6foku tag, és igy tovabb). A polinomok Zs|x]-ben vannak, azaz minden szamitas
modulo 2 torténik, pl. 1+1 =0, 0—1 = 1 sth. Ebb&l kovetkezik, hogy barmely polinomra p+p =0
(Pl (22 + 1)+ (2*+1) = (1 +1)z” + (1 +1) = 0), tehat p = —p, ezért az Osszeadds megegyezik a
kivonassal: p — ¢ = p+ (—q) = p + ¢q. Ez az Osszeadas/kivonés leirhato a bitenkénti "kizaro vagy"
(XOR, @) logikai mtivelettel is (pl. 1 +1 =0 — "igaz" & "igaz" = "hamis").

A CRC {6 miivelete a polinomok maradékos osztasa Zs|x]-ben. Az osztd egy rogzitett g € Zs[x]
polinom, a CRC generatorpolinomja. Ha n := degg (azaz g bitsorozata n+1 bithdl all), akkor
n-bites CRC-16l beszéliink (jeloles: CRC-n), mert g-vel osztva a maradék belefér n bitbe (hiszen
legfeljebb n—1-edfoku).

CRC iizenetkiildés:

Bemenet: m € Z,[z], a tovabbitando tizenet (amit bitsorozatként kezelink)

Szamitsuk ki az mz" polinomot (azaz irjunk m végére n darab nulldt)
c:=mz" mod g (ahol ¢ az ellendrzd kod, "check")

Elkildott kodszd: ma™ + ¢ (azaz irjuk m végére az n-bites c-t)

CRC ellendrzés (1. modszer):

Bemenet: ma" + ¢ € Zs[z], a megkapott kodszo (lasd fent)

Bontsuk fel a kodszot m-re és c-re (azaz vilasszuk le az utolsé n bitjét)
c :=ma™ mod g

ha ¢ # ¢ — hibds
CRC ellendrzés (2. modszer):

Bemenet: ma" + ¢ € Zy[z], a megkapott kodszo (lasd fent)

e = (mz" +c) mod g
ha e # 0 — hibds

A két ellenérzé modszer ekvivalens, mert ha max™ maradéka ¢, azaz max" = qg+c, akkor ma" —c =
qg; de Zs[x]-ben a kivonas ugyanaz, mint az osszeadas, ezért mz"™ — ¢ = ma" + ¢, vagyis g | mz" + ¢,
tehat ekkor ma"™ + ¢ valoban nullat ad maradékul g-vel osztva.

Példa. Legyen a generator ¢ = 2* + 2 4 1, bitsorozatként g = 10011 (ekkor n = 4), és legyen
az iizenet m = 11000101. A kiildéshez eléallitjuk az maz" = 11000101j0000 polinomot (azaz m-hez
hozzairunk négy nullat), és ezt elosztjuk maradékosan g-vel (a lenti bal oldali osztas). A maradék
¢ = 110, n-bitesre kiegészitve ¢ = 0110, ezt hozzéfiizziik az iizenet végére: ma" + ¢ = 11000101/0110,



és ez lesz a kodszo, amit elkiildiink. A fogado fél ezt ugy ellendrzi, hogy elosztja g-vel (a lenti jobb

oldali osztés), és mivel a maradék 0, ezért az tizenetet helyesnek talalja. (Még egyszer: ezek nem

binéris szamok, hanem polinomok Zs|x]-ben, tehat a kivonas valdojaban "kizaré vagy" (XOR).)

Kiildés (ma™ mod g):
110001010000 mod 10011

Ellen6rzés (mz" 4+ ¢ mod g):
110001010110 mod 10011

—10011 —10011
10111 10111
—10011 —10011
10001 10001
—10011 —10011
10000 10011
—10011 —10011
110 00

A CRC elénye, hogy ezeket a polinommiiveleteket egy szamitogép nagyon hatékonyan el tudja
végezni, mert csak bitsorozatokat kell manipulalni, amiben a szamitogépek amugy is jok.
Sajnos elkeriilhetetlen, hogy az ellenérzés néha hibas lizeneteket is helyesnek talaljon. A cél olyan
g generatorpolinom keresése, hogy ez minél ritkibban fordulhasson el6. A hiba azt jelenti, hogy az
elkiildott ma™ + ¢ kodszo helyett ma™ + ¢ + e érkezik meg, ahol e a hibapolinom, azaz amelyben
azok az egyiitthatok 1-esek, amely bitek a kiildés soran megvaltoztak. Ha nem vessziik észre a hibét,
az azért van, mert g | ma"™ + ¢ + e (ekkor lesz 0 a maradék), kovetkezésképp g | e (mivel a helyes
kodszora is g | ma™ + ¢). A jo g tehat olyan, hogy a gyakran el6fordulé hibamintazatokra g 1 e.
A generatorpolinom (g) kivalasztasanak néhany szempontja:
1. A fokszédma (n) megegyezik az ellenérzébitek szamaval, ezért minél nagyobb, annal kisebb lehet
a tévedés valoszintisége (véletlen bitsorozatot 1/2" valoszintséggel talal helyesnek).
2. A generatorpolinom konstans tagja (utolsé bitje) legyen 1, mert:
e Ha 0 lenne, akkor z | g, ezért a ¢ = ma" mod ¢ utols6 (néhany) bitje is mindig 0 lenne,
vagyis annal kevesebb értékes bitje maradna.

¥ amit csak g = 2’ oszthatna).

e Igy minden egybites hiba felismerhets (mert akkor e = x
e Igy minden olyan hiba felismerhetd, ahol a hibas bitek egyetlen n-hosszi részben vannak.
3. Haz+1 | g (ami ekvivalens azzal, hogy g-nek péros sok 1-es bitje van), akkor minden paratlan
sok bitbgl allé hiba felismerhets (mert g tobbszoroseinek is paros sok 1-es bitjiik lesz).
A gyakorlatban hasznélt néhdany CRC generatorpolinom:
e CRC-32: ¢ = 100000100 11000001 00011101 10110111 (pl. Ethernet, Wi-Fi, PNG);
e CRC-16: g = 110000000 00000101 (pl. USB);

e CRC-1: g =11 (= x + 1) — ez ekvivalens a paritasbittel (pl. HDD-k és szamos mas hardver).

7. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznélva az alabbi forrasokat:
[1] https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa
[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Cyclic_redundancy_check
[3] W.H. Press et all (2007): Numerical Recipes: The Art of Scientific Computing, Third Edition; chapter 22.4:
Cyclic Redundancy and Other Checksums

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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