SageMath bevezetés

Diszkrét modellek alkalmazasai

A SageMath (roviden Sage) egy komputeralgebra rendszer, amely a matematika kiilénb6z6 terii-
letein (algebra, analizis, szamelmélet stb.) tud szamitasokat végezni. A nyelv a Python programozasi
nyelven alapul, azaz annak szintaxisa és legtobb funkcidja elérhets Sage-ben. A Sage ezenfeliil szamos
specilis matematikai programcsomagra épiil (NumPy, SymPy, Maxima, GAP, R stb.), ezek erejét
egyesiti, kozos feliilet ala rendezi, és szamos 1j funkciéval egésziti ki.

A Sage szabad szoftver, azaz példaul nem korlatozza a felhasznalot a szoftver hasznalataban.

A Sage-r6l a legtobb informacié a honlapjarol érhetd el:

https://www.sagemath.org/

1. Sage elérése

A Sage-et alapvet@en kétféle modon tudjuk hasznalni: vagy letoltjiik és telepitjuk egy szamito-
gépre, vagy csatlakozunk egy Sage szerverhez az interneten keresztiil.

A Sage-et telepiteni nem teljesen trividlis, mert egy rendkiviil komplex szoftvercsomagrol van szo.
De ha ezt egyszer megtessziik, akkor utana egyszertien és gyorsan hasznalhatjuk, megbizhatéan (pl.
nem kell hozza internetkapcsolat), és teljes mértékben mi iranyitjuk a szamitasainkat.

Ha egy internetes Sage szervert hasznalunk, akkor megusszuk a telepitést, de szembe kell nézniink
az online szolgaltatasokra jellemz6 probléméakkal: folyamatos internetkapcsolat kell hozzé, az adott
szervernek mindig elérhetének kell lennie, és a programjaink felett nincs hatalmunk (csak remélni
tudjuk, hogy a szerver iizemeltetGje nem modositja és nem torli a fajljainkat, és hogy nem mutatja
meg illetékteleneknek). (Ne feledjiik: ha egy internetes szolgaltatast hasznalunk, akkor valojaban

csak valaki méasnak a szamitogépét hasznaljuk.)

1.1. Sage telepitése

Az alabbiakban attekintjiik a legegyszertibb telepitési médokat. A Sage elsGsorban Linux-tipusta
rendszerekre késziilt, ezért ott valamivel egyszertibb a telepités és a hasznalat, de Windows-on is
lehetséges.

ElGszor persze célszert ellendrizni, hogy nincs-e telepitve mar a Sage, példaul Linuxon probaljuk

meg futtatni parancssorban a ‘sage’ parancsot (idézdjelek nélkiil).

LA szabad szoftverek elényeirdl lasd pl.: https://www.gnu.org/philosophy/free-sw.html


https://www.sagemath.org/
https://www.gnu.org/philosophy/free-sw.html

1.1.1. Linuxon rendszergazdaként

A Sage legkonnyebben Linuxra telepithetd, feltéve, hogy van hozza rendszergazdai (root) jo-
gosultsagunk, és olyan Linux-disztribuciét hasznalunk, amely tartalmazza a Sage-et csomagként
(legtobbszor sagemath néven). Ekkor a telepités a disztribucional megszokott modon mikodik,
példaul parancssorban a kovetkezs parancsokkal:

e Ubuntu, Debian: sudo apt install sagemath

e Arch Linux: sudo pacman -S sagemath

e Fedora: sudo dnf install sagemath

1.1.2. Felhasznaloként Windows-on és Linux-on

Egyébként a legjobb lehetdségiink az marad, ha letoltiink és telepitiink egy kész Sage csomagot.
A legujabb verzidkhoz ilyet sajnos mar nem adnak, de a valamivel régebbiekhez igen, Windows-ra
¢és Linux-ra is (tobbek kozott). (Céljainknak ezek a verziok is tokéletesek megfelelnek.) Ezeket

megtalalhatjuk a kdvetkezd oldalon:
https://www.sagemath.org/mirrors.html

Valasszuk ki barmelyik mikods szervert az oldalon. (A mirror egy weboldal masolatat jelenti,
amely azért jott létre, hogy enyhitse az eredeti szerver terhelését, ezaltal gyorsitsa a letoltést.) Az
Archived (Outdated) cim alatt véalasszuk ki az operacios rendszert (pl. Windows vagy Linux), és
toltsiik le a megfelel (pl. a legajabb elérhets) csomagot.

Windows esetén:

e Toltstik le a telepit6t (ami egy .exe fajl).

e Futtassuk, és kovessiik az utasitasait. (Megjegyzés: a dokumentaciot nem sziikséges telepiteni,
elég az alapcsomagot. Megjegyzés 2: a telepitében jova kell hagyni a licenszt, ami értelmetlen
dolog, hiszen a Sage szabad szoftver, vagyis a licensz tigysem korlatozza a hasznalatat, akar
elfogadjuk, akar nem.)

e Inditsuk el az asztalon megjelens SageMath ikont (ha t&bb is van, akkor a legegyszertibb nev
inditja el a parancssort, azaz amelyiknek a nevében nincs "Shell" vagy "Notebook").

Linux esetén:

e Valasszuk ki a CPU architekturajat (valoszintleg 64bit).

e Toltsiik le a megfelels tomoritett fajlt. (Hivatalosan ezek Debianra és Ubuntura vannak, de
més Linux-disztribicidokon is miikodhetnek, esetleg némi plusz munka aran. Hogy milyen
disztribucionk van, azt ezzel a paranccsal ellendrizhetjiik: ‘cat /etc/*-release’.)

e Csomagoljuk ki a fajlt, pl. a kévetkezd parancesal: ‘tar -xf <fdjlnév>.tar.bz2’ (olyan hely-
re, ahol van elég téarteriilet — kicsomagolva kb. 12GB lesz —, és van hozza jogosultsagunk).

e Inditsuk el a sage nevi futtathato fajlt a kicsomagolt SageMath konyvtarban. Példaul:

‘cd <kdényvtdarnév>/SageMath’, majd ‘./sage’.
Elsé futtataskor eltarthat egy darabig, mire a Sage elindul és hasznalhat6 lesz. (Es ha régebbi verziot
telepitettiink, elsé futtataskor megjelenhetnek bizonyos hibaiizenetek, pl. DeprecationWarning, de

ezeket nyugodtan figyelmen kiviil hagyhatjuk.)


https://www.sagemath.org/mirrors.html

1.1.3. Egyéb mo6dok

A Sage telepitésének tovabbi moédjai megtalalhatdéak a hivatalos angol nyelvii lefrasban:
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/index.html

1.2. Sage az interneten

1.2.1. SageMathCell

Egy nagyon egyszert Sage szerver taldlhato a kévetkezd cimen:
https://sagecell.sagemath.org/

Csak irjuk be a Sage parancsot, futtassuk Shift-+Enter-rel (vagy az Evaluate gombbal), és meg-
jelenik az eredmény. FElmenteni a koédot csak tugy lehet, ha kimésoljuk a szamitogépiinkdn egy
szovegszerkesztSbe, és onnan elmentjuk (szokasos kiterjesztés: .sage).

1.2.2. CoCalc

A CoCalc egy sokféle funkcioval rendelkezd Osszetett webes fejlesztéfeliilet SageMath-hoz (és
egyéb szoftverekhez):

https://cocalc.com/

Hasznalatahoz regisztralni kell. Az ingyenes verzioban bizonyos korlatozasok vannak.


https://doc.sagemath.org/html/en/installation/index.html
https://sagecell.sagemath.org/
https://cocalc.com/

2. SageMath alapok

A Sage szintaktikdja nagyon hasonlé a Pythonéhoz, de nem 100%-ban azonos. A Pythonrol a

jegyzet masodik felében lesz sz, itt a Sage alapjairdl és matematikai képességeirdl lesz szo.

s

2.1. Sage parancssor

A Sage elinditasakor egy parancssort kapunk, amely egyenként varja a parancsokat, és rogton

visszaadja az eredményt. Hasznalhatjuk egyszerd szamologépként, példaul:

sage: 1+1
2

sage: 2710
1024

sage: factorial(50)
30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000000000

Itt a ‘sage:’ felirat a prompt, azaz azutan irjuk be a parancsot, és az Enter lenyoméasaval futtatjuk.
Mar a fentiekbdl is lathato, hogy a Sage-nek nincs problémaja a nagy szamokkal, példaul a fenti
faktorialist (50!) pontosan kiszamolta mind a 65 szamjegyére.
A kalap-jel (=) Sage-ben a hatvanyozast jelenti. (Megjegyzés: ebben eltér a Pythontol, ahol a
hatvanyozast két csillaggal (**) irjuk, pl. Pythonban 2**3 == 8 mig Sage-ben 23 == 8.)
Véaltozokat is létrehozhatunk:

sage: a = 2+2x%4
a

sage:
10

sage: (2”10 - 1) / (a - 1)
1111111111

Néhéany hasznos parancssori funkcio:

o Kilépés: ‘quit’, ‘exit’ vagy Ctrl+D.

e A "fel" kurzorbillentyt el6hivja a legutobbi parancsot (tobbszori lenyomaéassal az azelSttieket,
"le" pedig eldrefelé megy). Az el6hivott parancsot modosithatjuk, és az Enter lenyoméasaval
ujra futtathatjuk. Ha a "fel" gombot azutdn nyomjuk meg, hogy mar beirtuk egy parancs
elejét, akkor az ezzel kezd6dd legutobbi parancsot hivija eld.

e Kérdgjellel (?7) informéciot kérhetiink Sage fiiggvényekrdl, pl. ‘factorial?’ (4 Enter) megjele-
niti a factorial () fiiggvény leirasat. A stgoéban kurzorbillentytikkel vagy a Page Up/Down-nal
mozoghatunk, és Q-val léphetiink ki.

e A Tab billentyi kiegésziti a részben beirt parancsot, vagy megjeleniti a lehet&ségek listajat.
Példaul ha beirjuk, hogy ‘fa’, és megnyomjuk a Tab-ot, akkor megjelenik egy lista, amelyben
szerepel a factorial () fliggvény. Vagy példaul ha az ‘a=22’ értékadés utan a kovetkezs sorba
beirjuk, hogy ‘a.’, és megnyomjuk a Tab-ot, akkor megjelenik az 0sszes lehetGség, amit a-val

tehetiink (példaul ‘a.binary()’ kiirja a szamot kettes szamrendszerben).


https://doc.sagemath.org/

e Alahuzasjellel (_) hivatkozhatunk a legutobbi eredményre, az azelSttire két alahuzasjellel (__),
). Példaul:

egészen haromig (

sage: 273

8

sage: _ + 2

10

sage: (_ + 1) x __
88

2.2. .sage fajl beolvasasa

Osszetettebb programokat kiilon fajlba érdemes frni. A Sage programok szokasos kiterjesztése
.sage. (A fajl elkészitéséhez tetszoleges szovegszerkeszté program hasznalhato. Legtobbjiikk nem
ismeri a Sage-et kozvetleniil, ezért célszert beallitani, hogy Pythonként tekintsen ra.)

Példaul készitsiik el a new.sage fajlt a kdvetkezs tartalommal:

# Ciklus erre a négy szamra:
for n in [1,2,5,10]:

print(n, 2°n, factorial(n))

A kettdskereszttel (#) kezd6ds sorok kommentek, azaz azokat a rendszer figyelmen kiviil hagyja. Ki-
irashoz a print () fiiggvényt hasznaljuk (mert a parancssorral ellentétben a fajlban 1évé parancsoknal
nem ir ki mindent automatikusan). A ciklusokrol és a listakrol a jegyzet masodik felében lesz szo.

A programot a load() fiiggvénnyel olvashatjuk be:

sage: load("konyvtdrnév/new.sage")
121

242

5 32 120

10 1024 3628800

A load ()-ban az elérési utat az aktualis konyvtarhoz képest kell megadni, azaz ahonnan a Sage-et
elinditottuk. Ha a fajl ebben a konyvtarban van, akkor elég annyit irni, hogy ‘load("new.sage")’.
Ha nem ismerjik az aktualis konyvtarat, vagy szeretnénk modositani, akkor a koévetkez§ Sage
parancsokat hasznéalhatjuk (amelyek hasonloak a megfelels Linux parancsokhoz):

e ‘pwd’: aktualis konyvtar kiirasa (print working directory);

e ‘cd "/uj/konyvtar"’: aktualis konyvtar modositasa (change directory);

e ‘1s’: fajlok listdzasa az aktualis konyvtarban.

De Windows-on a konyvtarnevekkel vigyazni kell: a Sage Linux-tipusi rendszerekre késziilt, ezért
nem latja kozvetleniil a Windows-féle konyvtarrendszert. Ha a jegyzet elején leirt moédon telepi-
tettilk a Sage-et Windows-ra, akkor a c:, d: stb. meghajtok a /cygdrive/c, /cygdrive/d stb.
konyvtarnevek alatt lesznek, és a \-jel helyett /-jelet kell irni. Példaul a d:\path\new.sage fajlt a
Sage /cygdrive/d/path/new.sage-ként latja. Vagy ha WSL-t hasznalunk (Windows Subsystem for
Linux), akkor a c:, d: stb. meghajtok a /mnt/c, /mnt/d stb. konyvtarnevek alatt lesznek.
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A load() fiiggvény nem felejti el az el6zé allapotot (a valtozok értékeit stb.), hanem azok
ismeretében hajtja végre még egyszer a programot. Ez altaldban nem jelent problémat, mert a
program — remélhetSleg — minden valtozot és fiiggvényt definidl, amelyre sziiksége van, ezért azok
tgyis feliilirjak az el6z6 allapotot. Ha azonban mégis problémank lenne ebbdl (mert példaul egy
valtozoval véletleniil felillirtunk egy beépitett fiiggvényt, pl. var() vagy sum()), akkor a ‘reset()’

fiiggvénnyel visszaallithatjuk az eredeti allapotot a kovetkezd ‘load ()’ el6tt.

2.3. Szimbolikus szamitas

A Sage alapértelmezés szerint szimbolikusan szamol. Mit jelent ez? Példaul:

sage: 2/3
2/3

Ez eddig nem tinik til hasznosnak. De probaljuk tovabb:
sage: 666/999

2/3

sage: 6/3

2

sage: 2/3 + 1/2
7/6

Vagyis kiszamolt mindent, és a legegyszertibb alakban adta vissza.

De miért nem adta a 2/3-ra azt, amit a kozonséges szamologépek szoktak adni (és amit a Python
is ad): 0.66666666666666667 Mert ez nem a 2/3 pontos értéke. A pontos érték 2/3, amit ennél
egyszertibben nem lehet kifejezni. A pontos érték tizedestort alakjaban végtelen sok 6-os szerepel,
amit semmilyen szamologép nem tud mind megjeleniteni. Ezért a kézonséges szamologépek kozelits
értékekkel szoktak szamolni. Ezt hivjuk numerikus szamitasnak, ellentétben a szimbolikus (vagy
egzakt) szamitassal, amit a Sage alapértelmezésként végez. A numerikus szamitas hatranya, hogy a
kerekitési hibdk osszeadddhatnak, és a végeredmény akar jelentésen eltérhet a valodi értéktol.

Tovabbi példak szimbolikus szdmitésra Sage-ben (sqrt(x) = /z):

sage: sqrt(2)

sqrt(2)

sage: sqrt(16)
4

sage: sqrt(8)
2*xsqrt (2)

sage: sqrt(2)*sqrt(8)
4

sage: sin(pi/3)
1/2%sqrt (3)
sage: log(e~3)
3



De ha szeretnénk, akkor a Sage is tud numerikusan szamolni, méghozza tetsz6leges pontossagig:

sage: N(sqrt(2))

1.41421356237310

sage: N(sqrt(2), digits=80)
1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379907324784621070

Akkor is numerikus lesz az eredmény, ha eleve lebegépontos szamot adtunk meg:

sage: sqrt(2.) # a tizedespont (.) miatt numerikusan szamol
1.41421356237310

De a numerikus szamitas csak kozelits értéket ad:

sage: a = sqrt(2)

sage: b = N(sqrt(2))

sage: a~2 - 2

0 # pontos érték
sage: b"2 - 2

4.44089209850063e-16 # kozelités

A szimbolikus szamitas azonban tobbet jelent a szamokkal valo egzakt szamolasnal. A Sage
bettikkel is tud szimbolikusan szdmolni, példaul:

sage: (x+1)°2
(x + 1)°2

Megint nem csinalt semmit, de most azért nem, mert nem mondtuk meg, mit szeretnénk:

sage: expand((x+1)"°2) # zardjelek felbontésa
X72 + 2xx + 1

sage: factor(x~4 - 1) # szorzattad alakitas
(x"2 + D*x(x + Dx*(x - 1)

Az x egy el6re definialt szimbolikus vdltozo. Mas szimbolikus valtozokat a var() fiiggvénnyel

tudunk definiélni:

sage: var("a,b")

(a, b)

sage: expand((a+b)~4)

a~4 + 4%a~3*xb + 6%a"2xb~2 + 4xaxb~3 + b~4

Fontos, hogy ne keverjiik 6ssze a szimbolikus valtozokat a kozonséges valtozokkal: az utéobbiaknak
ugyanis konkrét értékiik van (pl. 5), mig a szimbolikus valtozok értéke maga a szimbolum (pl. x):
sage: n =5 # n egy valtozb

sage: n~2

25

sage: var("n"); # n egy szimbolikus valtozd
sage: n~2

n~2



Szintén ne keverjiik 6ssze a szimbolikus véaltozokat az tn. szimbolikus konstansokkal: pi, e, 1,

golden_ratio stb., ezek ugyanis konkrét matematikai értékeket jelentenek:

sage: x/4

1/4xx

sage: pi/4

1/4*pi # eddig latszdélag nincs kiilonbség
sage: tan(x/4)

tan(1/4%*x)

sage: tan(pi/4)

1 # de most mar van

sage: N(e) # a szimbolikus konstansoknak van numerikus értéke
2.71828182845905

sage: N(x) # a szimbolikus valtozdknak nincs
[...]

TypeError: cannot evaluate symbolic expression numerically

sage: 172

-1

sage: e~ (ixpi) + 1  # Euler-osszefiiggés
0

2.4. Matek a Sage-ben

Sage-ben rendelkezésre allnak az alabbi gyakran hasznalt matematikai fliggvények:

abs (x) 2] sage: sqrt(-4)
jugate (x) z 21
;oniugé :(X) ﬁ sage: conjugate(2 + 3xi)
actorial(n :; ol 4 o
binomial (n,k) (k> sage: binomial(s, 2)
sqrt(x) VT 10
sin(x) sin x sage: var("n"); binomial(n, 2)
cos (x) coS T 1/2%(n - 1)*n
tan(x) tgx sage: eXp(2*log(x))
log(x,a) log, X"2
log(x) Inz = log. z sage: floor(57/10)
P 5
exp (x) e
floor (x) ] sage: (cos(x)"2 + sin(x)"2).simplify_full()
ceil(x) [] 1

Megjegyzés: Sage-ben a matematikai fiiggvények tobbségét nemcsak 6nallo fiiggvényként irhatjuk
(pl. sqrt(4)), hanem tagfiiggvényként is, pl. 4.sqrt (), ((x + 1)~2).expand() stb.

Sage-ben Osszegezni a sum() fiiggvénnyel lehet. Ezt kétféleképpen lehet hasznélni. Az egyszertibb
(Pythontol 6rokolt) valtozatban egyszertien meg kell adni egy listat (vagy egyéb sorozatot):



sage: sum([10,20,30])
60

A maésik valtozat a matematikai szummahoz (Z) hasonldéan hasznélhaté. Ehhez négy paramétert
kell megadni: sum(<képlet>, <vdltozo>, <mettdl>, <meddig>). Hasonléan miikodik a produk-
tunl(II)is:product(...).I%ﬂdauk

sage: var("n,k");

10
sage: sum(k~2, k, 1, 10) jg:kg 124924 1102 = 385
385 k=1
sage: sum(k, k, 1, n).factor() “ n(n+1)
E=1+2+... =—"
1/2%(n + 1)*n 252 et 2
sage: # végtelenig (oo == Infinity):
sage: sum(1/2°n, n, 0, o0o0) =1 1 1 1
—=14+-+-4+=-4+...=2
) ;%W +5+t1tgt
sage: # szorzat ("produktum"):
sage: product(k~2, k, 1, n) Ilk@::]2'22'32""'n2::(n02
factorial(n)~2 el

Egyenleteket megoldani szimbolikusan a solve() fiiggvénnyel lehet:

sage: solve(x~3 + 3*x"2 == 2%x + 2, x)

[x == -sqrt(2) - 2, x == sqrt(2) - 2, x == 1]

sage: _[0].rhs() # a fentibdl az elsd megoldas kivalasztéasa
-sqrt(2) - 2

sage: var("x,y");

sage: solve([x +y ==6, x - y == 4], x, y)
[[x == 5, y == 1]1]

sage: solve(2xx + y~2 == 6, x)

[x == -1/2%y°2 + 3]
sage: solve(2*x + y~2 == 6, y)
[y == -sqrt(-2*x + 6), y == sqrt(-2*x + 6)]

sage: # Ha végtelen sok megoldas van, akkor azokat paraméteresen adja meg:
sage: solve(x™2 + y~2 == 5, x, y)

[[x == rl1, y == sqrt(-r1~2 + 5)], [x == r2, y == -sqrt(-r2°2 + 5)]]

sage: # De leszlikithetjik egész szamokra, és akkor csak véges sok lesz:
sage: assume(x, y, "integer") # lehet még: "real", assume(x > 0) stb.
sage: solve(x™2 + y~2 == 5, x, y)

(2, -0, @, 2, -1, -2, 2, 1, 2, -1, -2, D, 1, -2), (-1, 2)]

A Sage analizisben is erés (hatarérték, differencial- és integralszamitas):



sage: var("n");

sage: limit(2*n/(3%*n + 1), n = 00) m 9
lim = —
2/3 n—oo 3n + 1 3
sage: 1limit(1/(x-1), x = 1, dir=’-?) 1
. lim = —00
-Infinity z—1-x — 1

sage: diff(x~3 + sin(2x*x), x) ; ) ,
3%x~2 + 2%Cos (2%%) (2° + sin(2z))" = 3z* 4 2 cos(2z)

sage: diff(x~3 + sin(2*x), x, 2)

3 . "o B
6*x - 4xsin(2xx) (x %—snﬂZm)) = 6z — 4 cos(2z)

sage: integral(3*x~2 + 2*cos(2*x), x)
(3 + sin(2) [ (a7 - 2c05(20)) do = o 4 sin22) + €

sage: integral(sin(x), x, 0, pi) ™
9 / sinxdr = 2
0

Vektorok 1étrehozésahoz hasznaljuk a vector () fliggvényt:

sage: v = vector([1,3,-2])

sage: v

(1, 3, _2)

sage: v[2] # harmadik komponens (0-td6l indexel)
-2

sage: w = vector([2,1,0])

sage: v + 2%y

(5, 5, -2)

sage: Vxw # skalaris szorzat

5

sage: v.norm(2) # v hossza (euklideszi normaja)
sqrt (14)

Matrixok létrehozasahoz pedig a matrix()-ot:

sage: M = matrix([[3,1,-4], [2,5,6], [1,4,8]])

sage: M

[ 3 1 -4]

[2 5 6]

[1 4 8]

sage: M[1][2] # a masodik sor harmadik eleme
6

sage: M.transpose() # transzponalt
[3 2 1]

[1 5 4]

[-4 6 8]

sage: M.det() # determinans

26
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sage: M.inverse()

[ 8/13 -12/13 1]

[ -5/13 14/13 -1]

[ 3/26 -11/26 1/2]

sage: M.inverse() * M == matrix.identity(3)
True

sage: matrix([[1,-1,-1], [1,1,0], [3,0,1]]).eigenvalues() # sajatértékek
[1, 1 - 2%I, 1 + 2%I]

Es mindez szimbolikus valtozokkal is miikodik, példaul igy lehet egy altalanos 2 x 2-es méatrixszal
paraméteresen szamolni:
sage: var("a,b,c,d");
sage: M = matrix([[a,b], [c,d]l])

sage: M

[a b]

[c d]

sage: M.det()
-b*c + axd
sage: M~2

[a~2 + b*c axb + bxd]
[axc + c*d bxc + d~2]
sage: (M.inverse() * M).simplify_full()
[1 0]

[0 1]

sage: var("x,y");

sage: v = vector([x,y])
sage: M * v

(a*x + bxy, cxx + dxy)
sage: v.norm(2)

sqrt (abs(x)~2 + abs(y)~2)

Linearis egyenletrendszereket tobbféleképpen is megoldhatunk:

sage: A = matrix([[0,1,-3], [4,5,-2], [2,3,-11])

sage: b = vector([-5,10,7])

sage: A.solve_right(b) # A*xx == ("right": x jobbrdl szoroz)
(-1, 4, 3)

sage: Ax_ ==

True

sage: A.inverse() * b # kevésbé hatékony

(-1, 4, 3)

sage: var("x,y,z");

sage: solve([ly - 3%z == -5, 4xx + bxy - 2%z == 10, 2%x + 3xy - z == 7], x,y,2)
[[x == -1, y == 4, z == 3]]
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3. Python programozas

Most attekintjiik a Sage programozasi alapjait, amelyet a Pythontol 6rokolt. Ezekrdl részletesebb
informéaci6é a Python dokumentaciojaban taldlhato: https://docs.python.org/.

3.1. Kiiras
Fent mar lattuk, hogy kifrashoz a print () fliggvényt hasznéljuk:
print ("J6 reggelt!")

Mint latjuk, Pythonban az utasitasok végére nem kell pontosvessz6t (;) irni (bar nem is tilos).

Viszont ha egy sorba tobb utasitast irunk, akkor azokat pontosvesszével kell elvilasztani:
print(a); print(ax*2)
Szamokat (vagy egyéb objektumokat) tobbféleképpen is kifrhatunk:

print("a =", a)

" + str(a)) # miért nem jo str() nélkiil?
print("a = %d" % a) # mint a printf() a C-ben
print("a = %d, a~2 = %d" % (a, a~2))

print(f"a = {a}, a~2 = {a~2}")

print("a

3.2. Tipusok

A Python (és igy a Sage) egy dinamikusan tipusos nyelv, azaz a valtozok tipusat nem kell elére
megadni, hanem az értékadéasbol kideriil, és tijabb értékadassal megvaltozhathato.
Az alabb attekintiink néhany fontosabb tipust. A szamokkal vigyazni kell, mert azok Pythonban
és Sage-ben kiilonb6z6 tipustak.
Python:
e int: egész szam, pl. 123
e float: lebeg6pontos szam, pl. 3.14
Sage:
e Integer: egész szam, pl. 123
e RealNumber: lebeg&pontos szam, pl. 3.14
e Rational: racionalis tortszam, pl. 2/3
e Expression: szimbolikus kifejezés, pl. (x + 1)~2 vagy sqrt(2)
Python és Sage:
e str: szoveg [string|, azaz karaktersorozat, pl. "alma", "123" vagy "" (iires szoveg). Szovegeket
Osszeftizhetiink a plusz jellel (+), pl. s = "alma"; print(s + "fa").
e list: elemek listaja, pl. [3, 1, 4, 1, 5] (errdl késbb lesz még sz6).
e bool: logikai érték, azaz igaz (True) vagy hamis (False). Az dsszehasonlito relaciok ilyen tipust
adnak eredményiil, pl. b = 3 > 2 ugyanaz, mint b = True. (Lasd az if-utasitast késébb.)
e NoneType: egyetlen értéke a None, azaz "semmi". Azt jelzi, hogy egy érték hianyzik, példaul

egy fiiggvény nem ad vissza semmit, vagy egy paramétere nincs megadva.
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Az értékek tipusat a type() fliggvénnyel kérdezhetjiik le, példaul:

a = "alma"
print (type(a)) # <class ’str’>
print (type([1,2]) == list) # True

Az értékeket konvertalhatjuk mas tipusuva, ha a tipus nevét fiiggvényként hasznaljuk, példaul:

a =12 # type(a) == Integer (vagy Pythonban: int)
print(a == "12") # False (egyik Integer, masik string)

a = str(a) # type(a) == str

print(a == "12")  # True

3.3. Elagazas (if)
Pythonban az elagazési struktira teljes formajaban igy néz ki:

if a > 0:
print ("pozitiv")
elif a == O:
print("nulla")
else:

print("negativ")

Amint lathato, Pythonban a program strukturajat nem irasjelek jelzik (mint pl. C-ben { és }), hanem
a "behuzas" |indentation|, azaz a sor elején 1évE szokozok vagy tabulatorok. A vezérlési szerkezetet
kettGspont (:) valasztja el a benne 1év$ utasitasoktol.

A vezérlési szerkezet tartalma addig tart, amig a sorok bejjebb kezd&dnek, mint a vezérlési
szerkezet kezdete. Példaul:

if a > 2:
print ("Ez akkor fut le, ha ‘a’ nagyobb mint 2.")
print("Ez is.")
if a <= b5:
print ("Ez akkor fut le, ha ‘a’ legfeljebb 5, fiiggetleniil az el&zd if-t8l.")
if a >= 1:
print ("Ez akkor fut le, ha ‘a’ 1 és 5 k6zdtt van,")
print("mert ez az ‘if’ az eldzd if-utasitason beliil van.")
print ("Kiléptiink a bels§ if-bdl, de a kiilsd még mindig aktiv,")
print("vagyis ez akkor fut le, ha a <= 5.")
print ("Ez mindig lefut.")

(Vigyazat: ne keverjiik 6ssze a tabulatorokat és a szokozoket! Nekiink ugyantugy nézhetnek ki, de
a gép szamara nem!)

Az egyszert if-utasitast egy sorba is irhatjuk:

if a == 4: print("négy")
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Az ‘if’ feltételéban tetszoleges logikai kifejezés (bool érték) allhat. Ehhez hasznéalhatjuk az

osszehasonlitdo miiveleteket: <, >, <= >= == 1= Vigyéazat: az egyenlGségvizsgalat két egyenlGségjel
(if a == b), az értékadas pedig egy (a = 2), ne keverjiik 6ket Gssze.

Logikai kifejezéseket Gsszekapcsolhatunk az ‘and’, ‘or’ és ‘not’ logikai miiveletekkel, példaul a

kovetkezd utasitdsok mind ekvivalensek:

if a >= 2 and a <= 5: print ("2 és 5 koézott")
if a >= 2 and not a > 5: print("2 és 5 kozott")
if not (a < 2 or a > 5): print("2 és 5 kozott")

Ha egy valtozo eleve logikai (bool) tipust, akkor nem kell 6sszehasonlitani a True /False értékkel,

hanem kozvetleniil hasznalhaté az if-ben, példaul:

b=a>10 # b értéke True vagy False

if b: print("0K") # rovid és tomor

if b == True: print("OK") # ugyanaz, de feleslegesen hosszi
# Ezt is lehet (csak nem tdl hasznos):

if True: print("Mindig lefut.")

if False: print("Sosem fut le.")

S6t, nemcsak bool, hanem tetszéleges tipusu értéket irhatunk az if-be Osszehasonlitas nélkiil.

Ilyenkor a feltétel azt jelenti, hogy az érték "nem nulla", "nem tres" stb. Példaul:

v =12 # vagy v = "abc", vagy v = [1,2]

if v: print("igaz")
if not v: print("hamis")
v=0 #vagyv="", vagy v = []
if v: print ("hamis")

if not v: print("igaz")

Az ‘if v’ feltétel tehat — tipustol fliggben — annak a roviditése, hogy ‘if v = 0, ‘if v 1= """ ‘if

len(v) !'= 0’ stb., az ‘if not v’ pedig ezek ellenkezgje (‘if v == 0’ sth.).

3.4. Ciklusok (for, while)

A kovetkezd ciklus kiirja a szamokat 10-t61 19-ig:

for i in range(10, 20):
print (i)

Pythonban a tartoményok eleje beleszamit a felsorolasba, a vége viszont nem, ezért megy a ciklus
csak 19-ig, pedig 20-at adtunk meg végpontnak. (Megjegyzés: ez konzisztens a listak indexelésével,
ahol, mint latni fogjuk, egy 10-elemti listat 0-t6l 9-ig tudunk indexelni.)

A kovetkez§ ciklus pedig végigmegy a megadott lista minden elemén, és kiifrja azok négyzeteit
(9, 1, 16, 1 stb.):
for i in [3,1,4,1,5,9]:

print (ix*i)
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Altalaban a for-ciklus ‘in’ szava utan barmit irhatunk, ami felsorolhato, példaul listat, szoveget
(ami karakterek sorozata) vagy generatort (lasd a sorozatokat késébb). Ilyen példaul a fenti range (),

amely szamok szamtani sorozatat generalja. Példaul:

for i in range(2, 10): print(i) #23456789

for i in range(10): print(i) #0123456789
for i in range(0, 10, 2): print(i) #02468

for i in range(10, 0, -1): print(i) # 109876543 21

for i in range(10, 0): print(i) # (nem ir ki semmit, mert 10 >= 0)
A ciklusok egymasba dgyazhatoak, példaul a kévetkezs program kiir egy szorzotablat 1-t6l 10-ig:

for i in range(1, 11):
for j in range(1, 11):
print ("%2d" % (i*j), end=" ") # end: nincs sortorés

print() # de a sor végén legyen sortdrés
Ha a felsorolas elemei Osszetettek, akkor a ciklusvéltozo is lehet hasonléan Gsszetett:

for (x,y) in [(1,2),(-2,3),(5,6)]:
if x > 0:
print (f"x={x}, y={y}")
A while-ciklus (eldlteszteld ciklus) addig fut, amig a feltétel igaz. Formailag hasonlo az if-
utasitashoz. Példaul a kovetkezd két ciklus ekvivalens:
# for-ciklus 0-tdél 9-ig:

for i in range(10):

print (i)
# while-ciklus 0-tél 9-ig:
i=0
while i < 10:
print (i)
i+=1 # mds szdval: i = i + 1 (Pythonban nincs ‘i++’)

A ciklusokban hasznalhatok a més nyelvekben megszokott break és continue utasitéasok: a

break megszakitja a ciklust, és az azutani utasitasra ugrik, a continue pedig csak a ciklus aktualis

“ e,

Megjegyzés: Pythonban nincs hdtulteszteld ciklus, azaz a C-ben megszokott do-while-ciklus.

3.5. Fiuggvények

Pythonban a kévetkezSképpen lehet fiiggvényt definidlni:

def osszead(a, b):

return a + b
Ezt aztan igy lehet meghivni:

print (osszead (2, 3))
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Ez persze még nem egy tul érdekes fliggvény. Nézzilink valami bonyolultabbat:

def szamjegyek(n, base=10):
dig = [I
while n > O:
dig.append(n % base) # maradékos osztas maradéka
n =n // base # maradékos osztas hanyadosa
dig.reverse()
return dig
print (szamjegyek(127)) # [1, 2, 7]
print (szamjegyek (127, 2)) # (1,1, 1, 1,1, 1, 1]
print (szamjegyek(n=127, base=4)) # [1, 3, 3, 3]

Megjegyzés: Pythonban egy fliggvény (vagy egyéb vezérlési szerkezet, pl. ‘if’) torzse formailag

nem lehet iires. Ezért ha mégis szeretnénk iiresen hagyni (mert pl. késébb fogjuk csak megirni),

akkor hasznéljuk a pass utasitast, amely nem csinal semmit:

def valami(n):
pass

valami (2) # nem csindl semmit, de nem is okoz hibat
Hasonléan:

if 3 ==
pass

else:
print("lehetetlen")

3.6. Listak

A Python egyik legfontosabb sszetett tipusa a lista (1ist). Egy listat legegyszertibben az elemei
felsorolasaval adhatunk meg, szogletes zardjelek kozott:
(3, 1, 4, 1, 8]
(] # lires lista
[123, [1,2,3], "alma"] # inhomogén lista (kiilonb6zd tipusi elemekkel)

Listat konvertalhatunk masfajta sorozatbol a 1ist () fiiggvénnyel:
print(list(range(5))) # [0, 1, 2, 3, 4]
print (list("alma") ) # [uau , ||1|| , umn s nan]

Listat létrehozhatunk képlettel is a for-in konstrukcioval, a matematikai halmazjeloléshez ha-
sonlé modon (pl. {z? | z € {0,...,4}}):
print([i*i for i in range(5)]) # négyzetszamok 0-tdél 16-ig: [0, 1, 4, 9, 16]
print([i*i for i in range(10) if i%2 != 0]) # paratlan négyzetszamok 1-tdl 81-ig
print([2*i for i in [3,1,4,1,5]]) # [6,2,8,2,10]
print ([[i*j for i in range(1,6)] for j in range(1,6)]) # szorzdtabla listéakkal
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Listak elemeit szogletes zardjellel lehet lekérdezni vagy modositani (az indexelés 0-t6l indul):

L = [3,1,4,1,5,9]
print(L[0]) # 3

print(L[1]) # 1

print(L[2]) # 4

print(L[4]) # 5

print(L[6]) # IndexError: list index out of range
print(L[-1]) # 9  (visszafelé is lehet indexelni)
print(L[-2]) # 5

print(L[-3]) # 1

L[2] =6

print (L) # [3,1,6,1,5,9]

L[10] = 10 # IndexError: list assignment index out of range

Egy lista elemeinek szaméat a len() fliggvénnyel kérdezhetjiik le:

print(len([3,1,4,1,5])) # 5
print(len([])) #0

A kovetkezd két ciklus ekvivalens (mindkettd kiirja a lista elemeit):

L = [3,1,4,1,5,9]

for elem in L:
print (elem)

for i in range(len(L)):
print(L[i])

Listakhoz lehet elemeket hozzéadni vagy torolni:

L =1[3,1,4,1,5]

L.append(9) # 9 beszirasa a végére

print (L) # [3,1,4,1,5,9]

L.popQO) # utolsé elem (9) torlése

print (L) # [3,1,4,1,5]

L.pop(2) # L[2] (== 4) torlése

print (L) # [3,1,1,5]

L.insert(1, 9) # 9 beszirisa masodik elemnek (L[1])
print (L) # [3,9,1,1,5]

Listakat lehet 0sszeadni és szorozni:

L1 = [3,1]

L2 = [4,1]

print(L1 + L2) # [3,1,4,1]
print(3 * L1) # [3,1,3,1,3,1]
print ([2] * B) # [2,2,2,2,2]

Listakat lehet szeleteni, azaz egyszerre tobb elemiiket kivenni:
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L = [3,1,4,1,5,9]

print(L[3:5]) # [1,5] (L[3]-tdél L[5] eldttig, azt mar nem beleértve)
print(L[3:]) # [1,5,9] (L[3]-t8l kezdve az Osszes elem)

print(L[:3]) # [3,1,4] (6sszes elem L[3] eldttig)

print(L[:]) # [3,1,4,1,5,9] (6sszes elem, azaz L misolata, lasd lent)
print(L[3::2]) # [1,9] (L[3]-t6l kezdve minden masodik elem)
print(L[::-1]) # [9,5,1,4,1,3] (az Osszes elem visszafelé)

L[-4:-1] = [2,2] # L[-4]-t81 3 elemet lecseréliink [2,2]-re

print (L) # [3,1,2,2,9]

Ha Pythonban egy listat (vagy egyéb Osszetett objektumot) értékiil adunk egy masik valtozonak,
akkor abbol nem késziil masolat, hanem az 0j valtozo is ugyanarra az objektumra fog hivatkozni.

Ezért lehet sziikség a L[:] konstrukciora, amely tényleg lemasolja a listat. Példaul:

L1 = [3,1,4]

L2 = L1 # nem masolat, hanem L1 és L2 ugyanarra a listara fog hivatkozni
L2[1] = 2 # mindkettd mddosul!

print(L1) # [3,2,4]

print(L2) # [3,2,4]

L3 = L1[:] # ez mar tényleg masolat, vagyis két kiilon lista lesz

L3[0] =1 # csak L3 mddosul

print(L1) # [3,2,4]

print (L3) # [1,2,4]

3.7. Egyéb sorozatok

A listdhoz nagyon hasonlo a tuple, azaz a "rendezett n-es" (pér, harmas, négyes stb.). A {6
kiilonbség az, hogy a tuple létrehozas utdn méar nem modosithatd. Egyébként ugyanazt lehet vele

csinalni, csak kerek zarojelekkel kell 1étrehozni:

T = (3,1,4)

print(T[-11) # 4

print(T[1:]) # (1,4)

print(T + (1,5)) # (3,1,4,1,5)

print (2xT) # (3,1,4,3,1,4)

T[2] =6 # TypeError: ’tuple’ object does not support item assignment

A szbveg (str) is sorozat: karakterek sorozata. IdézGjelek kozott lehet megadni, tobbféleképpen

is (az els6 két sor ekvivalens):
print("I’m OK.")

print (°I\’m OK.’)

print ("""tobbsoros

szoveget

igy lehet megadni'""")
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Hasonl6 miiveletei vannak, mint a listaknak, csak a tuple-hoéz hasonldéan a szdveg sem modosit-

hato, ezenkiviil vannak sajat mtiveletei is:

S = "almafa"

print(S[2]) # "m"

print(S[1:-1]) # "lmaf"

print("a"*10 + "bc") # "aaaaaaaaaabc"

print(S.replace("a", "A")) # "AlmAfA" (de S maga nem valtozott)

print("abc,d,e,,fg".split(”,")) # ["abc", "d", ueu’ uu, "fg"]
print(",".join(["a","bc","def”])) # ”a,bc,def"

A generdtor egy olyan absztrakt sorozat, amely egymas utan allitja el6 az elemeket, de azokat
nem téarolja el egyszerre a memoriaban (ellentétben pl. egy listaval). Ilyen generédtor példaul a
for-ciklusoknal megismert range(). Példaul a range(1000000) nem tarolja el a szdmokat 0-t6l
999999-ig, csak egyenként adagolja nekiink. (Ha valami okbdl mégis szeretnénk eltarolni, akkor
konvertaljuk listava: 1ist (range (1000000)).)

Generatort hasonléan lehet definialni, mint egy fliggvényt, csak nem a ‘return’ utasitast hasz-
naljuk (amely megszakitja a fiiggvény futésat), hanem a ‘yield’-et, amely egyenként adagolja az

értékeket. Példaul a range(a,b)-t igy tudjuk wjrairni:

def myrange(a, b):
i=a
while i < b:
yield i
i+=1
Es ez ugyantugy hasznalhaté, mint a range ():
for i in myrange(2, 10):
print (ix*i)
Mivel a generator nem tarolja el egyszerre az elemeket, ezért akar végtelen generatort is irhatunk:

def negyzetszamok() :

i=1

while True: # végtelen ciklus
yield ix*i
i+=1

Ezt persze csak gy hasznéalhatjuk, ha a generatort hasznal6 ciklus magatol megall:

for x in negyzetszamok():
if x > 1000: break
print(x)
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3.8. Tesztelés

Ahhoz, hogy meggy6z&dhessiink réla, hogy a megirt programunk helyes, tesztelniink kell azt.
Példaul tegytik fel, hogy két szam szorzatat ismételt Osszeadassal szeretnénk kiszamitani, és ehhez

megirtuk a kévetkezd — lassu és hibas — fiiggvényt:

def mul (a, b):
c=a
for i in range(l, b):
c += a

return c
Ha ezt egy példara lefuttatjuk, akkor gy tiinik, hogy miikddik:

sage: mul(24, 100)
2400

De ne elégedjiink meg ennyivel! Teszteljiik a fliggvényt az Osszes lehetséges szamra 0-tol 100-ig:

for a in range(101):  # ne feledjiik: range(n) csak n-1-ig megy!
for b in range(101):

assert mul(a,b) == axb

Az ‘assert’ ellendrzi, hogy a megadott feltétel igaz-e, és ha nem, akkor hibat ad, és megszakitja a
programot. (Ugyanezt meg lehetne oldani egy ‘if’-fel, egy print ()-tel és néhany ‘break’-kel is, de
az ‘assert’ sokkal egyszertbb.)

Ha ezt lefuttatjuk, akkor egy hosszu hibaiizenetet kapunk, amelynek a végén ez all:
AssertionError:
De ebbdl még nem deriilt ki, hogy mely szamokra volt hibas. Ehhez egészitsiik ki az ‘assert’ soréat:

for a in range(101):
for b in range(101):
assert mul(a,b) == axb, f'"mul({a},{b})"

Az ‘assert’ masodik paraméterében megadhatunk egy szoveget, amelyet hiba esetén ki fog irni. (Itt
egy formazott szoveget adtunk meg, amelyben az a és b valtozok értéke is szerepel, lasd fent, a

Python-rész elején a formazott kiirast.) Ekkor a hibaiizenet vége igy fog kinézni:
AssertionError: mul(1,0)

Es valoban, mul (1,0) == 1, nem pedig 0. Vegyiik észre, hogy a fiiggvény 0-ra nem miikddik helyesen.
Ezt tgy javithatjuk ki, ha az 0sszegzést 0-tol inditjuk, és eggyel tobbszor adunk hozza a-t:
def mul (a, b):
c=0
for i in range(b):
c += a

return c

Erre méar lefut minden teszt.
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Ha nagyobb szamokra is szeretnénk tesztelni, arra a fenti modszer mar tul lassa. Ehelyett (vagy
ezenfeliil) tesztelhetjiik véletlenszerten is. Véletlen szamokat a randrange () fiiggvénnyel allithatunk

el6, amely hasonloan paraméterezhets, mint a range():

sage: randrange(100) # véletlen szam 0 és 99 kozott
94

sage: randrange (100, 200, 10) # 100-t61 190-ig 10-esével
180

(Megjegyzés: Python-ban a randrange ()-hez sziikség van a kovetkezs utasitasra a program elején:
‘from random import randrange’ — Sage-ben erre nincs sziikség, mert ott mindig rendelkezésre all.)

Véletlen szamokkal példaul igy tesztelhetjiik a fliggvényt:

for i in range(1000):
a = randrange (10000)
b = randrange (10000)
assert mul(a,b) == axb, f"mul({a},{b})"

Ennyi tesztelés utan mar elég bizonyosak lehetiink benne, hogy a fliggvény jol miikodik. De van
még egy fontos szempont: milyen gyors? Sage-ben a ‘time’ utasitassal mérhetjiik meg egy parancs
futasi idejét, példaul:
sage: time mul (1000, 123456789)

CPU times: user 12.9 s, sys: O ns, total: 12.9 s
Wall time: 12.9 s

123456789000

sage: time 1000 * 123456789

CPU times: user 16 ps, sys: O ns, total: 16 ps
Wall time: 21.5 pus

123456789000

Sokmindent irt ki, de figyeljiink csak a "Wall time"-ra (ami a ténylegesen eltelt id6): a mul () fliggvény
kb. 13 masodperc alatt futott le, mig a beépitett szorzas mivelet kb. 21 milliomod masodperc
alatt, vagyis lényegében azonnal (ms = 1/1000 s, ps = 1/1000000 s, ns = 1/1000000000 s). A

fliggvényilink tehat — nem meglepé moédon — nagyon lassu.

4. Szerzd

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznélva az alabbi forrasokat:
[1] https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa
[2] https://doc.sagemath.org/
[3] https://docs.python.org/
[4] https://en.wikipedia.org/wiki/SageMath

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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