Polinomok

Diszkrét modellek alkalmazasai

1. Alapfogalmak

1.1. Definicié. Egy matematikai kifejezést polinomnak neveziink, ha csak a kovetkezdk szerepelnek
benne:

e konstansok (pl. szamok),

e egy valtozo (pl. ),

e Osszeadas, kivonés, szorzas,

e hatvanyozéas N-beli kitevivel,

o zarOjelek.
Példaul polinom a 32° — 5% + 2 + 1/2, az 2*(x + 3)° és a 15, viszont nem polinom példaul az 1/xz
(mert osztas van benne), az x~° (mert a kitevé nem N-ben van) és a v/z (mert nem megengedett
miivelet van benne).
(Megjegyzés: lehet altalanosabban is definialni a polinomot, ha megengediink egynél tobb valtozot is,
példaul akkor az 2% 4xy° +vy egy kétvaltozos polinom. Ekkor a fenti definicié az egyvdltozds polinomot
definialja. Ebben a targyban azonban csak az utobbiakkal foglalkozunk, ezért nem tessziik ki kiilon
az "egyvaltozos" jelz6t.)
1.2. Definici6. Azon polinomok halmazat, melyekben a konstansok a K halmazbol vannak, és = a
valtozo, K|z|-szel jeldljik.
Peéldaul a valos szamokat tartalmazo polinomok halmazat R[z]-szel jeloljiik, vagy ha a konstansokat
lesztikitjiik az egész szamokra, akkor Z[z]-szel (és persze Z[x] C R[z]). (Kés6bb majd pontosabban
is definialjuk, mi lehet a K, de addig is legyen egy szamhalmaz, pl. Z, Q, R, C stb.)
Egy polinomot t&bbféle alakban is felithatunk, pl. (2z+1)? = 42* +42+1 = 2° + 1+ —2° +42° + 3.
Ha egyértelmii felirast szeretnénk, akkor egy kitiintetett alakot hasznalunk:
1.3. Definicié. Egy p € K|[x] polinom kanonikus alakja a p = a,2™ +a,_12" ' 4. . .4 as2® +a12+ag
alak, ahol Va;, € K és a,, # 0.
Példaul p = (2x + 1)? kanonikus alakja p = 42 + 42 + 1. Egy polinomot tgy hozhatunk kanonikus
alakra, ha a zéarojeleket felbontjuk, a tagokban szerepls z-eket egy hatvanyba gytjtjiik (pl. 2z - 22z =
42%), az azonos kitevsji tagokat dsszevonjuk, és a tagokat kitevé szerint csokkend sorrendbe irjuk.
1.4. Definici6. A fenti kanonikus alakban szerepld

e ai-k a polinom egyiitthatoi (egészen pontosan ay a polinom k-adfoki egyitthatdja),

e n a polinom fokszama — jeldlés: degp —,

e a, a polinom fdegyiitthatoja és

e ag a polinom konstans tagja.

Példaul p = 22° — 5x +4 egyiitthatoi 2, 0, —5 és 4, fokszama 3, fGegyiitthatoja 2 és konstans tagja 4.



Van azonban egy polinom, amely nem irhaté fel kanonikus alakban (a fenti definici6 alapjan): a 0
(mert kitotottik, hogy a, # 0). Ezért ezt kiilon kell kezelni:
1.5. Definicié. A 0 € K[x] polinom neve nullpolinom, kanonikus alakja 0, és fokszama —oc.
(Megjegyzés: azért —oo, hogy kisebb legyen barmely mas polinom fokszamanal. Nem definialhatjuk
0-nak, mert akkor a nullpolinomra nem miikédnének bizonyos megallapitasok, amelyek minden mas
polinomra igazak, példaul a lenti 1.7 Tétel. Més forrasok nem definidljak a nullpolinom fokszdmat,
a Sage pedig —1-nek definialja.)
Még néhény specialis eset:
1.6. Definicié.

e p € K|z| konstans polinom, ha degp < 0.

e p € K|z| linedris polinom, ha degp < 1.
Példéul konstans polinom a 2 és a 0, és linearis polinomok a 2x—3, az x, a 2 és a 0.
Ha miveleteket végziink polinomokkal, akkor a fokszamok a kovetkezGképpen alakulnak:
1.7. Tétel. Ha p,q € R[z], akkor:

1. deg(p + q) < max(degp, degq) (és egyenldség van, ha degp # degq);

2. deg(p — q) < max(degp, degq) (és eqyenldség van, ha degp # degq);

3. deg(p-q) = degp + degg.
Példaul ha p = 22 — 1 és ¢ = 2* + 2, akkor degp = 1 és degq = 2, és valoban: deg(p + q) =
deg(2® +2x +1) = 2 = max(1,2) és deg(p - q) = deg(22® — 2> + 40 —2) =3 =1+2.

(Megjegyzés: ezek nullpolinomra is miikddnek, példaul 0 - 22 = 0, és valoban, —o0o + 2 = —o0.)

2. Polinomok Sage-ben

Sage-ben polinomokkal szamolhatunk gy, mint barmely mas szimbolikus kifejezéssel:

sage: (2*%x - 1)*(x"2 + 2)

(x~2 + 2)*x(2xx - 1)

sage: expand(_)

2%x~3 - x72 + 4¥xx - 2

sage: type(_)

<class ’sage.symbolic.expression.Expression’>

(Emlékeztets: x egy beépitett szimbolikus valtozo, mintha var ("x")-szel hoztuk volna létre, lasd a
SageMath bevezetés c. jegyzetet.)

Ez azonban igy kissé nehézkes (pl. mindig expand() kell), és polinomokra nem a leghatékonyabb
megoldas. Vannak a Sage-ben kifejezetten polinomokra optimalizalt struktarak: ZZ["x"], QQ["x"]
stb., amelyek megfelelnek a matematikai Z[z]-nek, Q[x]-nek stb.:

= ZZ["x"]

P(2*%x - 1) # szimbolikus kifejezés konvertalasa polinomma

sage:

P
sage: p
sage: p
2%xx - 1

q
q
2

sage: P([2, 0, 1]) # polinom létrehozasa egyiitthatokbdol (elsd a konstans tag)
sage:

X~2 +



sage: p * q # nem kell expand()

2%x"3 - x72 + 4%xx - 2

sage: type(_)

<class ’sage.rings.polynomial.[...]’>

Vigyazat, itt x két kiilonboz6 dolgot jelent: a beirt parancsokban x tovabbra is egy szimbolikus véaltozo
(tipusa: Expression), viszont a vélaszokban x a polinomok véltozdjat jelenti (tipusa: polinom).

Ezeket ne keverjiik Gssze:

sage: px(x~2 + 2) # NE csindljuk! (polinom * szimbolikus kifejezés)
(x72 + 2)*(2%x - 1)
sage: type(_) # elvesztettikk a polinomok eldnyeit:

<class ’sage.symbolic.expression.Expression’>

(Megjegyzeés: kissé leegyszeriisitve, a Sage a szimbolikus kifejezéseket miiveletek sorozatéval abrazolja,
példaul 2 + 2-t gy, hogy "z-et emeljiik négyzetre, és adjunk hozza 2-t". Ez elég altalanos, de nehéz
vele hatékonyan szamolni. A polinomokat viszont az egyiitthatok sorozatéval abrazolja, pl. 2% + 2-t
tgy, hogy 2,0, 1. Ez sokkal hatékonyabb szamitast tesz lehetdveé.)

Hogy ne keverjiik a szimbolikus kifejezéseket a polinomokkal, beallithatjuk, hogy x is polinom legyen:

sage: P = ZZ["x"] # legyen P polinomok halmaza

sage: x = P.gen() # legyen x a P-beli polinomok valtozdja
S6t, van egy szintaxis, amellyel P-t és x-et egyszerre is beallithatjuk:
sage: P.<x> = ZZ[] # ugyanaz, mint: P = ZZ["x"]; x = P.gen()
sage: P
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sage: type(x) # x-et is felilirta

<class ’sage.rings.polynomial.[...]’>

sage: (2%x - 1)*(x"2 + 2) # most mar ezek is polinomok
2%x"3 - xX72 + 4x*xx - 2

sage: var("x" # x visszadllitésa

sage: type(x)

<class ’sage.symbolic.expression.Expression’>

Egy polinomnak le tudjuk kérdezni a kiilénb6z6 tulajdonségait:

sage: P.<x> = ZZ[]

sage: p = 2%x"3 - bxx + 4

sage: p.degree() # fokszam

3

sage: p.list() # egyiitthatdk listaja (konstans tagtdl kezdve)
(4, -5, 0, 2]

sage: pl1] # els6fokla egyilitthatd

-5

sage: p.leading_coefficient() # flegylitthatd (réviden: p.lc())
2

sage: p.constant_coefficient() # konstans tag (roviden: p[0])
4



3. Helyettesitési érték

3.1. Definicié. Egy p € K|z| polinom ¢ helyen felvett helyettesitési értéke az az érték, amelyet ugy
kapunk, hogy p-ben z helyére c-t irunk. Jeldlés: p(c).
Példaul ha p = 22 — 3z + 5 és ¢ = 2, akkor p(2) =22 —3-245 = 3.
Megjegyzés: nem kell, hogy ¢ € K legyen, példaul ugyanezt a p = 2* — 3x + 5 € Z[x] polinomot
kiértékelhetjiikk a ¢ = 1/2 ¢ Z helyen is: p(1/2) = (1/2)* —=3-(1/2) +5 = 15/4.
A helyettesitési érték kiszamitasanak nem az a leghatékonyabb modja, ha a kanonikus alakot, azaz
ap(c) = a,c" + ...+ ajc+ ag felirast hasznaljuk. Ennek ugyanis igy nagy a miveletigénye: a,c"-hez
n szorzas kell, a,_1c" *-hez n—1 stb., ami 6sszesen n 4+ (n—1) +... + 2+ 1 = n(n+1)/2 szorzas, és
kell még n Gsszeadas. (Ez példaul egy tizedfoka polinomra 55 szorzéast és 10 Gsszeadast jelent.)
Ezt javithatjuk gy, ha jobbrol balra szamolunk, és mindig megjegyezziik az utolso ¢* értéket, mert
akkor a kovetkezs ¢**'-hez mar csak plusz egy szorzas kell: ¢**! = ¢* . ¢. Igy Gsszesen csak 2n—1
szorzas és n Osszeadas kell (ami tizedfoka polinomra 19 szorzés és 10 6sszeadas).
Ennél is hatékonyabb a Horner-mddszer (vagy Horner-elrendezés), amely a polinomot kiemelésekkel
olyan alakra hozza, amelybdl nagyon hatékonyan lehet kiértékelni. Példaul:
p=2x"4+32%— 222 —4r+3 =
=(22° + 32 —2r —4)x + 3 =
= (222 + 3z —2)z —4)r +3 =
=(((2x+3)r —2)z —4)x + 3.
Vagyis minden lépésben kiemeliink x-et azokbol a tagokbol, amelyekbdl lehet, és ezt addig folytatjuk,
amig minden kitevs el nem ttinik. Altalaban ez a kovetkezd atirast jelenti:
P=apx" + ap 12" Fa, 0" it a4+ ap =
=((...((anx + ap_1)Tr + an_2)xr + ...+ a2)x + ar)x + ayp.
Ebbdl a felirasbol a behelyettesités hatékonyan elvégezheté: minden lépésben megszorozzuk az
egyik zarojeles kifejezést (legelszor a,-et) z-szel (vagyis c-vel), majd ehhez hozzaadjuk a kovetkezd
egyiitthatot, és igy megkapjuk a kovetkezs zardjeles kifejezést, végiil pedig a végeredményt. Ehhez
tehét Osszesen csak n szorzés és n Osszeadés kell.
A Horner-moédszert algoritmikusan a kévetkezSképpen irhatjuk fel:
1. Bemenet: a polinom ag, ay, ..., a, egyltthatoi és a c érték.
2. b:=a,
3. Ciklus £ = n—1-t6l 0-ig:
e b:=b-c+a
4. A helyettesitési érték: b
Itt b menet kozben a fenti felirés egy-egy zarojeles részkifejezését jelenti (példaul az els6 lépés utan
b=anc+ a,_1, aztdn b = (a,c + ap_1)c + an_o stb.).
(Megjegyzés: a nullpolinomra igy ez az algoritmus nem miikodik, mert annak nincsenek egyiitthatoi.
Ezt megoldhatjuk tgy, ha egyetlen nulla egyiitthatot adunk meg: n = 0 és ag = 0. Az algoritmushoz
ugyanis nem kotelezs, hogy a,, # 0 legyen, azaz lehetnek f6losleges 0-k az egyiitthatolista végén.)
A helyettesitési értéket természetesen a Sage is ki tudja szamitani, pl. a p(2) kifejezéssel, ahol p egy

Sage polinom. (Es egyébként a Sage is a Horner-moédszert hasznalja.)



4. Gydkok

4.1. Definicid. A ¢ érték a p € Klz] polinom gydke, ha p(c) = 0.
Példaul ¢ = 1 gydke a p = 20> — 3z + 1 polinomnak, mert p(1) =2-1* =3-1+1=0.
Itt sem kell, hogy ¢ € K legyen, példaul ugyanennek a p-nek (amely p € Z[z]|) gyoke a c = 1/2 ¢ Z
is: p(1/2) =2-(1/2)* —3-(1/2) + 1 = 0. Masik példa: ¢ = 2° + 1 € R[z], de ennek nincsenek valos
gyokei, csak komplexek: xy =i és xy = —i.
4.2. Tétel. c € K akkor és csak akkor gyike p € Klx]-nek, ha 3¢ € K[z] : p= (x —¢)q.
Példaul a fenti p = 22° — 3z + 1-nek gydke ¢ = 1, és valoban: p = (v — 1)(2z — 1).
4.3. Definici6. A fenti tételben az x — ¢ € K|x] polinomot a c-hez tartozoé gyoktényezdnek nevezziik.
Vagyis a fenti tételt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy ¢ akkor és csak akkor gyocke p-nek, ha p-bél
kiemelhet6 a c-hez tartozo gyoktényezo.
Erdemes foglalkozni azzal az esettel, ha a kiemelés utan kapott ¢ polinomnak is gydke ugyanaz a c.
Ekkor ¢-bol is kiemelhetd a gyoktényezs: ¢ = (x — ¢) 7, vagyis p = (z — ¢)*r, tehat p-bél tobbszor is
kiemelhet6 © — c. Ekkor azt mondjuk, hogy ¢ tobbszirds gydke p-nek, egészen pontosan:
4.4. Definicié. ¢ € K a p € K[z] polinom k-szoros gydke, ha 3¢ € K|x], hogy p = (z — ¢)F ¢, de
g-nak nem gyoke a c. Azt is mondjuk, hogy ekkor a ¢ gyok multiplicitdsa k.
Vagyis ¢ egy k-szoros gyok, ha pontosan k-szor emelhetd ki az z — ¢ gyoktényezs. Példaul a p =
223 — 32% + 1 polinomnak kétszeres gycke a ¢ = 1, mert p = (x — 1)? (2z + 1), de 22 + I-nek mar
nem gyoke az 1.
A gyoktényezsk kiemelhetGségébdl kovetkezik a kovetkezs tétel:
4.5. Tétel. Ha K eqy szamhalmaz, akkor eqy n-edfoki p € K[z]\ {0} polinomnak legfeljebb n gyike
lehet K-ban. Ezigaz igy is, ha a gydkeket multiplicitdassal szamoljuk, azaz a gyokok multiplicitdsainak
az dsszege is legfeljebb n.
Tehét példaul egy harmadfokd polinomnak legfeljebb 3 gydke lehet. S6t, ha van egy kétszeres gyoke
(mint példaul a fenti p esetén a ¢ = 1), akkor azonkiviil mar csak egy gyoke lehet, mert a kétszeres
gyok "kétszer szamit".
(Bizonyitas: emeljink ki annyi gyoktényezst p-bdl, amennyit csak lehet: p = (x —¢;) -+ (x — 1) g,
ahol g-nak méar nincs gyoke. Ekkor p-nek nem lehet mas gyoke, mint ¢y, ..., ¢, mert ha p(c) = 0,
akkor valamelyik tényez6 0, azaz vagy valamelyik ¢; = ¢, vagy g-nak mégis lenne gycke. Viszont
minden kiemeléskor csékken a maradék fokszama, ezért legfeljebb n = deg p gyoktényezs lehet.)
(Megjegyzés: a tételben szerepld "ha K egy szamhalmaz" feltételt egy késébbi jegyzetben fogjuk
megmagyarazni és altalanositani.)
Néhéany specialis eset:

e Elstfoku polinomnak, azaz p = ax+b alaka polinomnak csak egy gyoke lehet (és csak egyszeres):

x = —b/a (de Z-ben ez az osztas nem mindig végezhets el).

e Nulladfoku polinomnak (azaz nemnulla konstans polinomnak) nincs gyoke.

e A nullpolinomnak viszont barmely ¢ € K érték gyoke (ezért kellett ezt kizarni a tételbdl).
Korabban megismertiik a polinomok kanonikus alakjat. A gyoktényezdk segitségével definialhatunk
egy masik fontos alakot:

4.6. Definici6. Egy p € K|z| polinom gydktényezds alakja p = a(x — ¢1)(x — ¢2) -+ - (x — ¢), ahol
a,C1y...,Cm € K ésa##0.



Példaul a kanonikus alakban felirt p = 2% — 82 + 6 polinom gydktényezds alakja p = 2(x — 1)(z — 3).
Ennek az alaknak az a jelent&sége, hogy leolvashatd bel6le a polinom 6sszes gyoke, multiplicitassal
egyiitt. (Es vegyiik észre, hogy a konstans szorzo (a, itt 2) éppen a polinom fGegyiitthatoja. )
Viszont gyoktényezGs alak nem mindig létezik. Ehhez ugyanis az kell, hogy a polinomnak az
alaphalmazban, K-ban pontosan n gyoke legyen (multiplicitassal szamolva), ahol n a fokszama.
A fenti tétel viszont csak azt garantélja, hogy legfeljebb n gyoke lehet. Raadasul az, hogy hany gyoke
van, fiigg az alaphalmaztol, K-tol. Példaul a p = 162* — 1 polinomnak Z-ben nincs gyoke, R-ben
két egyszeres gyoke van: x1 = 1/2 és x9 = —1/2, C-ben pedig négy: =1 = 1/2, xo = —1/2, x3 = i/2,
x4y = —1i/2; igy tehat csak C-ben van gyoktényezds alakja: p = 16(x —1/2)(x+1/2)(z —i/2)(z+1/2).
A kovetkez6 tétel azt mondja, hogy a komplex szamok halmaza, C nemcsak a fenti példaban, hanem
altalaban is kiilonleges:

4.7. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden n-edfoki p € Clz] \ {0} polinomnak — multiplicitdssal
szamolva — pontosan n gyoke van C-ben.

Ez tehat garantélja, hogy bdrmely C folotti (nemnulla) polinomnak van gyoktényezss alakja.
Sage-ben egy polinom gyokeit a roots() tagfiiggvénnyel kereshetjiik meg:

sage: P.<x> = ZZ[]

sage: p = 16*xx"4 - 1

sage: p.roots()

(]

sage: p.roots(QQ) # megadhatunk egy bdvebb alaphalmazt

[(1/2, 1), (-1/2, 1)] # az l-esek a multiplicitéasok

sage: p.roots(QQ, False) # de azokat kikapcsolhatjuk

[1/2, -1/2]

sage: p.roots(CC) # RR-ben és CC-ben csak kozelitdleg lehet szamolni

[(-0.5000000000, 1), (0.5000000000, 1), (-0.5000000000%I, 1), (0.5000000000%I, 1)]

5. Maradékos osztas

Ahogy az egész szamok korében nem lehet altalaban osztani (pl. 2/3 ¢ Z), 4gy a polinomoknal sem
(példéul z/(z + 1) nem polinom). Viszont ahogy az egész szamoknél, ugy itt is bevezethetjik a
maradékos osztds fogalmat. Egész szamoknél ez a kdvetkezd tételen alapul:

5.1. Tétel (Maradékos osztas tétele). Haa,b € Z és b # 0, akkor egyértelmiien létezik olyan q,r € 7Z,
hogy a =qb+1r és 0 <r <|b.

A tételben szerepld g az osztas hanyadosa, és r a maradék. Példaul ha a = 36 és b = 10, akkor ¢ = 3
ésr =06, mert 36 =3-104+6 és 0 <6 < 10.

Polinomokra is igaz egy nagyon hasonl6 tétel:

5.2. Tétel (Maradékos osztas tétele polinomokra). Ha f,g € Rlz] és g # 0, akkor egyértelmien
létezik olyan q,r € Rlx], hogy f = qg + r és degr < degg.

Példaul ha f = 223 + 2 — 22 — 1 6s g = 2 — 22 + 1, akkor ¢ = 22 4+ 5 és r = 62 — 6, mert
f=22"+2" - 20— 1= (20 +5)(2* — 22 + 1) + (62 — 6) és deg(6x — 6) < deg(z® — 2z + 1).

5.3. Definici6. A fenti tételben q az f és g hdnyadospolinomja, r pedig a maradékpolinomjuk.



Kézzel nagyon hasonléan lehet polinomokat maradékosan osztani, mint egész szamokat, csak nem
a szamjegyek helyiértéke szerint haladunk, hanem a tagok fokszama szerint. Az f-bol kiindulva,
minden lépésben levonjuk beléle g-nek azt a tobbszorosét, hogy a féegyiitthato eltiinjon, ezaltal a
maradék fokszama kisebb legyen. Ezt addig folytatjuk, amig a fokszam deg g ala nem csokken, és
akkor megkaptuk a maradékot. A fenti példara (f = 22 + 2% — 2z —1és g = 2° — 20 + 1):

fo:=f =22% + 2% — 20 — 1,

fii=fo—22-g=>5x"—4dx—1,

fai=fi —5-g=06z—6,
ahol deg fo < degg, ezért készen vagyunk, és a maradék r := fo = 6z — 6, a hdnyadost pedig a g
szorzoibol allithatjuk ossze: ¢ = 2x + 5.
Sage-ben a maradékos osztas ugyanugy mikodik, mint egészekre: £ // g, f % g stb. (De a
kozonséges osztast, £ / g-t keriiljik, mert annak az eredménye nem polinom tipust, még akkor
sem, ha nincs maradék.)
Erdekes speciélis eset, ha az oszté ¢ = x — ¢ alaki, vagyis egy gyoktényezs. Ekkor, mivel elsGfoku
polinommal osztunk, ezért a maradék egy konstans polinom (degr < degg = 1). Ha ¢ gyoke f-nek,
akkor f = (z — ¢)q, tehat a maradék 0. Ha pedig nem gyoke, akkor a maradék nem mas, mint
f(c), azaz [ helyettesitési értéke c-ben. (Ez konnyen belathato, ha az f = (x — ¢) g + r felirasba
behelyettesitjik c-t.) S6t, ha f(c)-t a Horner-modszerrel szamitjuk ki (lasd fent), akkor azzal a ¢
hanyadospolinomot is automatikusan megkapjuk:
5.4. Tétel. Ha f € R[x] ésc € R, akkor f = a,a™+...+a1x+ag €s g := x —c maradékpolinomja az
f(c) konstans polinom, hdnyadospolinomjuk pedig q = b, 12" ' +.. . +bjx+by, ahol a by, egyiitthatdkat
a kovetkezd rekurziv szaballyal kapjuk meg: b,_1 := a, €s by := by 1¢+ apyq.
Vegyiik észre, hogy ezek a bi-k éppen a Horner-modszer fent leirt algoritmusédban szerepld b véaltozo
menet kozbeni értékei. Példaul ha f = 22® —32% — 4x + 7 és ¢ = 2, akkor a Horner-elrendezés szerint
fle) = ((2¢ = 3)c —4)c+ 7, azaz by = 2 (f f6egyiitthatoja), by = boc —3 =1, by = bjc — 4 = —2 és
by =boc+7=3 azaz ¢ =byx® +byx +by=22>+2—2és 1= f(c) =b_ = 3.
A Horner-modszert szokés tablazatos formaban is felirni, ahol az els§ sorba irjuk f egyiitthatoit, a
méasodik sorba pedig kiszamitjuk a by-kat:

(2 =3 —4 7 f=2"-3"—dao+7
c=2[2 1 -2[3 +«— qg=2"+2-2 f()=3

6. Legnagyobb kozos oszto

Nemcsak a maradékos osztést, hanem szamos tovabbi miiveletet is at lehet vinni egész szédmokrol
polinomokra. Példaul:

6.1. Definicid. p € K|[z| osztdja q € K|x]-nek, ha Ir € K[x] : ¢ = pr. Jelolés: p | q.

Példaul a p = 2—1 polinom oszt6ja a ¢ = 222 —x—1 polinomnak, mert ¢ = (z—1)(2z+1) = p (2z+1).
Miért érdekes az oszthatosag polinomok esetén? Ezt a kovetkezd allitas vilagitja meg:

6.2. Tétel. Hap| q és ¢ gyoke p-nek, akkor ¢ gyoke q-nak is, és legaldbb annyiszor, mint p-nek.
Példaul a fenti p = x—1-nek gydke az 1, és valoban, ¢-nak is gyoke: ¢(1) =2—-1—-1=0.

(A bizonyitas a gyoktényezk miatt nyilvanvald, hiszen ha x—c kiemelhetd p-bél, akkor ¢ = pr miatt

g-bol is. Megjegyzés: az "x —c kiemelhets p-bdl" helyett most mar azt is irhatjuk, hogy x—c | p.)



Az oszthatosag konnyen eldonthetd a maradékos osztas segitségével (akarcsak egészek esetén):
6.3. Tétel. p € Riz] \ {0} akkor és csak akkor osztdja q € R[x]-nek, ha q-nak a p-vel vett osztdsi
maradéka 0.
(De vigyazat: a definici6 szerint a nullpolinom osztdja énmaganak, pedig osztani nem lehet vele — ez
hasonlit az egész szamoknal a 0-hoz. Ezért van a tételben R[z] \ {0}.)
Az osztok utan a kovetkezd fogalom is adja magat:
6.4. Definicio. A p € Klz| és ¢ € K[x] polinomok legnagyobb kizds osztdja egy olyan r € Klz],
amelyre r |p A r|qg ANVse Klz]:s|p A s|q = s|r. Jelolés: Inko(p, ¢) (angolul: ged(p, q)).
Tovabbé p és q relativ prim, ha legnagyobb kozos osztojuk 1.
Ez pontosan ugyanaz a definici, mint egész szamokra.
Példaul p = 22 — 22 + 1 és ¢ = 22* — x — 1 legnagyobb kozds osztéja r = x — 1, amely onnan is
latszik, hogy p = (z — 1) és ¢ = (x — 1)(2z + 1).
De van egy probléma: a polinomoknél a legnagyobb kozos oszté nem egyértelmi! Példaul a fenti
p-nek és g-nak, ha R[x]-ben nézziik, legnagyobb kozos osztéja az 1 = x — 1, az 19 = —x + 1, az
rg = 2r — 2, azry = —x/2+ 1/2 stb. (De ha Z[z]|-ben, akkor csak ry és ry az, mert ott r3 { p.)
Viszont kénnyen belathato, hogy:
6.5. Tétel. Ha p € Klz]| és q € K|[zx] legnagyobb kozos osztdja r € Klz| és ry € Klz| is, akkor
dee K\{0}:ry =c-ro.
Vagyis a legnagyobb koz0s osztok mindig egymas konstansszorosai. (A fenti példaban r = —ry =
1/2 - r3 = —2ry.) Tehat valojaban nem akkora probléma, hogy tébb Inko is van, mert azok
"lényegében" ugyanazok (pl. ugyanazok a gyokei). Ha egyértelmiiséget szeretnénk, akkor példaul
kikothetjiik, hogy az Inko fSegyiitthatoja 1 legyen. (Mar ha ez lehetséges, pl. Z[z|-ben nem biztos.)
Miért érdekes a polinomok legnagyobb kozos osztoja? Példaul ezért:
6.6. Tétel. Ha p € Klz| és q € K[x] legnagyobb kozds osztdja r € K|x], akkor r gyokei pontosan a
p €s q kozos gydker, és r-beli multiplicitasuk a p-beli és a q-beli multiplicitasok kozil a kisebb.
Példaul a fenti p egyetlen gyoke az 1 (de kétszeres); ¢ gyokei 1 és —1/2 (egyszeresek); ezért r =
Inko(p, ¢)-nak (vagy barmelyik r;-nek) egyetlen gyoke van, az 1 (és az egyszeres).
Vagyis ha két polinom k6z0s gyokeit szeretnénk meghatéarozni, akkor elég a legnagyobb kozos osztojuk
gyokeit kiszamitani. Ez azért jobb, mert az Inko fokszama altalaban sokkal kisebb, mint az eredetieké,
tehat konnyebb vele szamolni; ha pedig 1, azaz a két polinom relativ prim, akkor régton tudjuk, hogy
nincs kozos gyokiik.
De hogyan tudjuk a legnagyobb kozos osztot kiszamitani? Ugyandgy, mint egész szamokra: az
euklideszi algoritmussal (1asd a Legnagyobb kozos 0szto c. jegyzetet), amely polinomokra is pontosan
ugyanigy mikodik, hiszen azokat is lehet maradékosan osztani. Példaul p = 2* — 42® + 1 és ¢ =
23 — 32% + 1 legnagyobb kozos osztéjat igy tudjuk kiszamitani:

ro i =p=a*— 4% +1,

ri=q=a" -3 +1,

ry =19 mod 1 = —32% — x + 2,

rg:=rymodry =16/9 -2 — 11/9,

ry := 19 mod r3 = —27/256,

r5 :=1r3 mod ry = 0,



vagyis Inko(p, ¢) = —27/256. De, mint lattuk, az Inko nem egyértelmi, és vehetjiik barmely konstans-
szorosat is, példaul Inko(p,q) = 1 is igaz. (Altalaban, ha konstans az eredmény, akkor barmilyen
més nemnulla konstans is jo.) Ez azt jelenti, hogy p és ¢ relativ primek, tehat nem lehet kozos
gyokiik. Megjegyzés: mivel az eredményben tgysem szamit a konstans szorzo, ezért akidr menet
kozben is egyszertisithetjiik a polinomokat egy-egy konstans szorzéval, pl. r3 helyett szamolhatunk
az egyszertibb rj := 9r3 = 162 — 11 polinommal.

Nemcsak a normal euklideszi algoritmus, hanem a bdévitett verzidja is alkalmazhatd polinomokra
— pontosan ugyanigy, mint egészekre (lasd megintcsak a Legnagyobb kozos osztod c. jegyzetet). A
bévitett euklideszi algoritmus a kévetkez6 polinomokat szamitja ki:

6.7. Tétel (Bézout-lemma polinomokra). Ha p € R[z| és g € R[z| legnagyobb kdzds osztdjar € R|x],
akkor létezik olyan u,v € R[z|, hogy pu + qu =r.

Sage-ben polinomokra ugyantgy miikodik a ged(p, q) és az xgcd(p, q), mint egészekre.

7. Algebrai derivalt

Analizisbdl ismerjik a derivalt fogalmat, amelynek polinomokra is hasznos tulajdonsagai vannak.
[tt azonban nem szeretnénk az analizis eszkoztarat (pl. hatarérték, folytonossag) hasznalni, bizonyos
esetekben pedig nem is tudjuk (pl. Z-ben nincs folytonossag). Ezért ahelyett, hogy levezetnénk a
derivaltat analizisbdl, inkdbb egyszertien csak definialjuk:
7.1. Definicié. Egy p = a,2" + ... +apz” + ... +as2® + a1z + ag € K[x] polinom algebrai derivdltja
ap =napz" '+ ... 4 kape" ™t + ... 4 2a.x + a; polinom.
(Az "algrebrai" jelz6 arra utal, hogy analizis nélkiil is miikodik.)
Példaul a p = 2 + 22 — 3z + 5 polinom derivaltja p’ = 32? + 42 — 3.
Sage-ben a polinom derivaltjat a p.diff () tagfiiggvénnyel szamithatjuk ki.
Az algebrai derivalt (analizisbél is ismert) tulajdonsagai (p, ¢ € K|x]):
. ha p konstans (p € K), akkor p' = 0;
= 1;
(p+a) =1+
cp=a) =p—d;
. (¢-p) =c-p, ha ¢ konstans (c € K);
cp-a)=va+p-d;
7" =n-p
Mire j6 a polinom derivaltja? Erre kdvetkezd tétel valaszt ad:
7.2. Tétel. Ha c € R a p € R[x]-nek k-szoros gyoke (k > 1), akkor p'-nek k—1-szeres gyike.
Példaul p = 2 — 42* — 3z + 18 = (z + 2)(x — 3)?*-nek ¢ = 3 kétszeres gyoke, p' = 32° — 8z — 3 =
(x—3)(3z+1)-nek pedig egyszeres. (Tovabba p-nek ¢ = —2 egyszeres gyoke, p’-nek pedig nem gyoke,

= B O

azaz "nullaszoros" gyoke.)

(Bizonyitas: a k-szoros gyok definicidja szerint p = (x —c)* g, ahol g-nak nem gycke a c. Ebbsl
a derivalas fenti tulajdonsagait hasznalva levezethets, hogy p' = (x—c)" ' (kg + (z—c)¢'), tehat
c legaldbb k — 1-szeres gyoke p'-nek. Azt, hogy pontosan k — 1-szeres gyoke, onnan tudjuk, hogy
kq + (z—c)q'-nek nem lehet gyoke a ¢, hiszen g-nak sem gyoke.)



Persze p'-nek lehetnek 1j gyokei is, mint a fenti példaban ¢ = —1/3. Ha csak azokat a gyokoket
szeretnénk megtartani, amelyek p-ben is benne voltak, akkor vegyiik a legnagyobb k6zos osztojukat:
7.3. Tétel. Adott p € Rlx]-nek ¢ € R akkor és csak akkor k-szoros gyoke (k > 1), ha lnko(p, p')-nek
k—1-szeres gydke.

(A kiilonbség az el6z6 tételhez képest az "akkor és csak akkor", tehat hogy mas gydke nem lehet.)
A fenti példat folytatva Inko(p,p’) = z — 3, amelynek ¢ = 3 egyszeres gyoke, és mas gyoke nincs.

Az Inko(p, p') ezen tulajdonsaga tobb okbdl is hasznos:

1. Ha egy p polinomnak csak a tobbszoros gyokeire vagyunk kivancsiak, akkor elég az Inko(p, p')
gyokeit kiszamitani. Ez konnyebb, mert alacsonyabbfokt, mint p, és az Inko-t hatékonyan ki
tudjuk szamitani az euklideszi algoritmussal.

2. Specidlis esetként, ha Inko(p,p’) konstans, akkor rogton tudjuk, hogy p-nek nem lehetnek
tobbszoros gyokei, anélkiil, hogy barmilyen gyokot ki kellett volna szamitani.

3. A p/Inko(p,p’) polinomnak (azért polinom, mert Inko(p, p’) | p) pontosan ugyanazok a gyokei,
mint p-nek, csak mindegyik egyszeres (hiszen minden (z — ¢)"-bol leosztottunk (z — ¢)¥~'-t).
Ez azért hasznos, mert ha szeretnénk p gyokeit kiszamitani, akkor érdemes elGszor leosztani
Inko(p, p')-vel, mert igy a gyokok nem véltoznak, de csokkenthetjiik a polinom fokszamat. Ezt
az eljarast négyzetmentesitésnek nevezziik.

Korabban lattuk, hogy egy p polinom p(c) helyettesitési értékét hogyan lehet hatékonyan kiszamitani
a Horner-modszerrel. Ha sziikségiink van a derivalt helyettesitési értékére, p'(c)-re is, akkor azt
nyilvan kiszamithatjuk ugyanigy p’-bél. Ehhez azonban sziikségiink van a p’ polinomra, amelynek
kiszamitasa tovabbi szorzasokat (és memoriat) igényel. De ezt meguszhatjuk: a Horner-modszer
kiterjeszthets gy, hogy a p(c)-vel egyiitt kiszamitsa p’(c)-t is, anélkiil, hogy kozben kiszamitana a
p’ polinomot. Erre a kovetkezs tétel ad lehetéséget:

7.4. Tétel. Hap € Klz|, c € K és p-nek az x — c-vel vett maradékos osztisinak hdinyadosa q € K |[z],
azaz p = (x — ¢) ¢+ p(c), akkor p'(c) = q(c).

(Bizonyitas: p' = ((x — ¢) ¢+ p(c)) = g+ (x — ¢) ¢, ebbe c-t helyettesitve kijon, hogy p'(c) = ¢(c).)
Ez azért jo, mert a Horner-modszer automatikusan kiszamitja ¢-t (lasd a maradékos osztasnal), tehat
abbol egy tjabb Horner-modszerrel kiszamithatjuk ¢(c)-t, azaz p'(c)-t is. Raadasul ezt a két lépést
egyszerre is végezhetjiik, azaz nem kell eltarolni a teljes ¢-t. (Ennek a miiveletigénye 6sszesen kb. 2n
szorzés és 2n Osszeadas, mig a p’ kiszamitasa tovabbi n szorzast igényelne.)

Példaul p = 2* — 323 + 62 + 3 és ¢ = 2 esetén a Horner-modszer két 1épése igy irhato fel:

1 =3 0 6 3 <+— p=a*—32°+6x+3

c=2]1 -1 =2 2‘7 — q=2" -2 -224+2, plc)=T

c=2|1 1 0 ‘2 +— q(c)=9p'(c) =2

8. Szerzdo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznalva Nagy Adam jegyzetét:
https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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