Oszthat6sag, primszamok
Szamelmélet

Diszkrét modellek alkalmazasai

Szamelméletben elsésorban egész szamokkal (Z = {..., —2,—1,0,1,2,...}) foglalkozunk, ill. speciélis
esetben természetes szamokkal (N = {0,1,2,...}).

1. Osztok

1.1. Definicié. a € Z osztdja b € Z-nek, ha Ic € Z : b = ac. Jelolés: a | b. Tagadas jelolése: a1 b.
Mondjuk még azt is, hogy b oszthato a-val, ill. b tobbszérdse a-nak.
Példaul a 2 osztoja a 6-nak, mert 6 = 2 - 3.
(Megjegyzés: bar "oszthatosag" a neve, mégsem osztassal, hanem szorzassal szoktuk definialni.
Egyrészt azért, mert a szorzas egyszertibb mitivelet, masrészt pedig igy nem kell kilépniink a Z-bdl.
Ez majd lehetévé fogja tenni, hogy kiterjessziik az oszthatésagot olyan struktirdkra is, ahol nincs
osztas. Vegyiik észre azt is, hogy a fenti definici6 szerint 0 oszthato 0-val, tehat az nem is lenne
ekvivalens egy olyan naiv meghatarozassal, hogy "a osztoja b-nek, ha b/a egész szam".)
Az oszthatosag tulajdonsagai:
reflexiv: Va € Z : a | a (minden szam oszthaté énmagéval);
Va€Z:a|0 (a0 minden szdmmal oszthato);
Va € Z:1|a (minden szam oszthato 1-gyel);
Va€Z:0|a<= a=0 (csak a 0 oszthato 0-val);
tranzitiv: Va,b,c € Z:a|b N b|c = al¢
N-ben antiszimmetrikus: Ya,b € N:a |b A b|a = a = b;
Va,b,c€Z:a|b A a|c = a|b+c¢ (ha a minden tagnak osztoja, akkor az Gsszegnek is);
Va,b,c€Z:a|b N a|lc = al|b—g
Va,b,c,d€Z:a|b A c¢|d = ac]|bd,
10. Va,be NT :a|b = a <b.
Kapcsolodo fogalmak:
1.2. Definici6. a € N valddi osztdja b € N-nek, ha osztoja, és a # b.
1.3. Definicié. b € Z trividlis osztoi az 1, —1, b és —b.

Példaul N-ben a 6 osztoi: 1,2, 3,6; valodi osztoi: 1,2, 3; nemtrividlis osztoi: 2, 3.
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Mint lattuk, az oszthatosag N-ben antiszimmetrikus, és igy részbenrendezés is (részbenrendezés =
reflexiv + antiszimmetrikus + tranzitiv). Igaz-e ez Z-ben is? ElGszor vezessiink be még egy fogalmat:
1.4. Definicid. a és b asszocidltak, ha a | b és b | a.

N-ben csak az egyenld szamok asszocialtak. Z-ben viszont a és b akkor és csak akkor asszocialtak,
ha a = b vagy a = —b, tehat nemcsak az egyenl§ szamok, hanem az ellentettpérok is azok.

Megjegyzés: az asszocialtsag ekvivalenciarelacio, azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacio.
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akkor és csak akkor lesz antiszimmetrikus (és igy részbenrendezés), ha csak az egyenld szamok
asszocialtak, tehat N-ben igen, de Z-ben nem.

(Vegyiik észre, hogy N-ben az oszthatosdg mint részbenrendezés bar tobbnyire ugyantgy "rendez",
mint a természetes rendezés (<) — lasd a fenti utols6 tulajdonsagot —, de nem mindig: a kivétel a 0,
amely az N legkisebb eleme, de az oszthatosag szemszogébdl a "legnagyobb", hiszen minden szam
osztja a 0-t.)

Miért érdekesek az asszocialtak? Ha két szam asszociélt, akkor oszthatosag szempontjabol pontosan
ugyantgy viselkednek, példaul 2 | 6-bol kovetkezik, hogy 2 | —6, —2 | 6 és —2 | —6. Igy tehat az
asszocialtak koziil legtobbszor elég csak az egyiket vizsgalni, példaul Z-ben elég csak N-nel foglalkozni.
(Megjegyzés: innen még nem latszik, hogy miért van kiilon neve az asszocidltaknak, és miért nem
csak agy hivjuk Sket, hogy "azonos abszolut értéki szamok". Késébb viszont majd altalanositjuk az
oszthatosagot méas struktiarakra, és ott az asszocidltnak mér nem lesz koze az abszolit értékhez és
az elGjelhez.)

A Sage legfontosabb miiveletei az osztassal és az oszthatésidggal kapcsolatban:

a/b osztés (tort eredménnyel) 36 / 10 == 18/5

a// b maradékos osztas hanyadosa 36 // 10 ==

a%b maradékos osztéds maradéka 36 % 10 ==
a.quo_rem(b) | hanyados és maradék egy parban 36.quo_rem(10) == (3, 6)
a.divides(b) | a osztoja b-nek? 5.divides(10) == True
divisors(a) | a pozitiv osztoinak listaja divisors(12) == [1,2,3,4,6,12]

2. Primszamok

2.1. Definicié. Egy n € N szam primszdm, ha n > 1 és csak trivialis oszt6i vannak.

Masképpen megfogalmazva: n primszam, ha pontosan két pozitiv osztdja van (1 és n).

Az els6 néhany primszam: 2,3,5,7,11,13,17,19,.. ..

2.2. Definici6. Egy n € N szam dsszetett szam, ha n > 1 és nem primszam.

Megjegyzés: az 1 nem primszam és nem is Osszetett szam. Hogy ezt miért szokas igy definialni, azt
majd a szamelmélet alaptételénél fogunk megérteni.

A primszamoknak van egy tulajdonsaga, amelyet lehetne definicioként is hasznélni:

2.3. Tétel. Egyn € N akkor és csak akkor primszam, han > 1 ésVa,be N:n|ab = n|aV n|b.
Ez azt jelenti, hogy ha egy primszam oszt egy szorzatot, akkor annak valamelyik tényezGjét is osztja
(pl. 5| 7-10, és valoban, 5 | 10), viszont ez Osszetett szamokra nem minden szorzatra teljestl (pl.
6]4-9,de6146s6109).

(A tételnek azt az irdnyat, hogy Osszetett szamokra nem teljesiil a feltétel, konnyt bizonyitani: akkor
ugyanis n-nek van nemtrivialis osztoja, tehat n = ab, ahol 1 < a,b < n. Ekkor persze n | ab is igaz,
viszont n | a ésn | b egyike sem. A tétel méasik iranyat picit nehezebb bizonyitani, ezért azt mellgzziik,
de megjegyezziik, hogy a szamelmélet alaptétele kell hozza.)

A Sage néhany primszamokkal kapcsolatos mtvelete:



is_prime(n) n primszam? is_prime(7) == True
next_prime(n) n utani kovetkezd primszam next_prime(1000) == 1009
previous_prime(n) | n-et megel6z6 primszam previous_prime(1000) == 997
nth_prime (n) n-edik primszam (n = 1-t6l) nth_prime(3) ==
primes_first_n(n) | els6 n primszam listdja primes_first_n(4) == [2,3,5,7]

Most nézziik meg, hogy hogyan tudjuk eldénteni, hogy egy adott n € N szadm primszam-e (a fenti
fiiggvények nélkiil).
A legegyszeriibben a definicié alapjan, azaz megnézziik 2-t6l n— 1-ig az Osszes szamra, hogy osztoja-e.
Ez azonban nagy n-ekre nem a leghatékonyabb moédszer, és tobbféleképpen is lehet gyorsitani:
1. Nem kell n — 1-ig menni, elég n/2-ig, hiszen annal nagyobb valodi osztoja tgysem lehet az
n-nek. Ezzel maris megfeleztiik a futasi idét.
2. De valojaban n/2-ig sem kell menni, elég v/n-ig. Ugyanis minden k oszténak van egy n/k parja,
amely szintén oszt6, és ha k > v/n, akkor n/k < v/n, tehat azt mar megtalaltuk.
3. Elég kettesével lépkedni: ha ugyanis a 2-t megvizsgaltuk, és az nem osztja az n-et, akkor utana
méar elég csak a paratlan szamokat vizsgalni.
4. Ezt a logikat tovabbfejleszthetjiik, ha elGszor megvizsgaljuk a 2-t és a 3-at, majd hatosaval
(6 = 2-3) lépkediink, és csak a 6k 4 1 és 6k + 5 alaka szamokat vizsgaljuk, mert a tobbi ugyis

oszthato vagy 2-vel, vagy 3-mal.

2.1. Primszamok szamossaga

Most vizsgaljuk meg azt a kérdést, hogy milyen sok primszam van. Egyrészt:
2.4. Tétel. Végtelen sok primszam van.
(Bizonyitas: tegyiik fel, hogy csak véges sok primszam van, példaul ezek: pi,p2, ps, ..., pn. Ekkor
tekintsiik a kovetkez6 szamot: pipops ... p, + 1. Ez nem lehet primszam, mert az Osszes feltételezett
primszamnal nagyobb, de nem lehet Gsszetett szdm sem, mert semelyik primszamunkkal sem oszthaté
— tehat ellentmondésra jutottunk, vagyis valojaban végtelen sok primszdmnak kell lennie.)
Ez matematikailag megvalaszolja a kérdést, hogy hany primszam van, de ez még mindig nem a teljes
kép. Példaul végtelen sokan vannak a természetes szamok is és a kettShatvanyok (1,2,4,8,16,...)
is, de a kettShatvanyok mégis joval ritkdbbak. A kérdést matematikailag tigy fogalmazhatjuk meg,
hogy 1-t6l adott n-ig hany adott tipust szam (pl. primszam) van. Példaul természetes szambol n
van, paros szambol |n/2], kettShatvanybol pedig |log, n| + 1 (ami nagyon kevés, pl. n = 1000000
esetén csak 20). Primszamok esetén ezt a kovetkezképpen jeloljiik:
2.5. Definicid. Jelolje m(n) a primszamok szaméat 1-t6l n-ig. Neve: primszamldlo fiigguény.
Példaul w(7) = 4, mert 7-ig négy primszam van: 2,3,5, 7.
A 7(n) pontos értékét nem tudjuk képlettel felirni, viszont kézel(l’té)st tudunk adni:

m(n

2.6. Tétel (Primszamtétel). m(n) ~ IL’ pontosabban: lim W =
nn n—oon/Inn

Mas szoval annak az esélye, hogy egy 1 és n kozotti szam primszam, kb. 1/Inn. Példaul 100-ig minden
negyedik szam primszam (7(100) = 25, és In 100 =~ 4,6), 1000000-ig pedig kb. minden tizenharmadik
(In 1000000 == 13,8).



Sage-ben a m(n)-t a prime_pi(n) fliggvénnyel kérdezhetjiik le. Példaul a kévetkezs kod abréazolja
m(n)-t és a kozelitését 1-t61 1000-ig (a felss, 1épcsdzetes vonal a m(n)):

sage: var("n"); plot([n/ln(n), prime_pi], (1, 1000))

2.2. Ikerprimparok

A mésik kérdés, amit megvizsgalunk a primszamokkal kapcsolatban, hogy a szomszédos primszamok
milyen kozel lehetnek egymashoz. A legkozelebbi primek a 2 és a 3, mert utana mar minden primszam
paratlan, tehat a tavolsdguk péaros lesz. Ezen beliil a legkozelebbieknek neviik is van:

2.7. Definicié. Egy p primszam tkerprim, ha p—2 vagy p+2 is primszam. A két primszamot egytitt
tkerprimpdrnak nevezziik.

Példaul ikerprimpar a (3,5) és a (17,19). Létezik hdrmas tkerprimpdr is: (3,5,7), de ez az egyetlen
ilyen (hiszen valamelyik mindenképp oszthato 3-mal).

Lattuk, hogy primszamokbol végtelen sok van. Igaz-e ez az ikerprimszdmokra is? Valasz: nem
tudjuk. A matematika még nem tudott valaszt adni a kérdésre. (De elég sok van ahhoz, hogy azt

sejtsiik, hogy igen.)

2.3. Primtényezés felbontas

Miért fontosak a primszédmok? Ezt leginkdbb a kdvetkezs tétel vilagitja meg.

2.8. Tétel (A szamelmélet alaptétele). Minden pozitiv természetes szam a sorrendtdl eltekintve
egyértelmien felirhato primszdmok szorzataként.

Példaul 360 =2-2-2-3-3-5.

2.9. Definicid. A fenti tételben szerepld felirast primtényezds felbontdsnak vagy primfelbontdsnak
nevezziik.

A tétel kulcsfontossagn szava az "egyértelmien", azaz olyan nem fordulhat els, hogy kiilonb6zd
primfelbontassal ugyanazt a szamot kapjuk, pl. 2-7 # 3-5. Az persze lehetséges, hogy ugyanazokat a
primtényezdket kiilonb6z6 sorrendben irjuk fel, pl. 30 = 2-3-5 = 5-2-3, de ez a két feliras "lényegében"
ugyanaz, erre utal a "sorrendtdl eltekintve egyértelmtien" kitétel. A teljes egyértelmiiséget példaul
ugy érhetjik el, ha kikotjiik, hogy a primszdmokat névekvs sorrendben kell felsorolni. Roviditésként
az egymas mellé keriil6 azonos primtényezdket hatvany alakban szokés felirni. Ennek az alaknak

kiilon neve van:
k

2.10. Definici6. Egy n pozitiv egész szam kanonikus alakjin az n = pi*py? - - - pp* = H p;* szorzatot
i=1
értjiik, ahol p; < ps < ... < p primszamok, és az n;-k pozitiv egész szdmok.

Amint lattuk, ez az alak egyértelmd. Példaul 360 kanonikus alakja: 23 - 3% . 5.

A szamelmélet alaptételébdl megérthetjiik, hogy miért fontosak a primszamok: ezek a pozitiv egész
szamok "épitGkockai", azaz minden pozitiv egész szam ilyenekre bonthato fel. (Megjegyzés: nem
kivételek a primszamok sem, amelyek egyetlen primszam szorzatéira, azaz énmagukra bonthatok fel,
pl. 13 = 13, valamint a tételbsl nem zartuk ki az 1-et sem, amit fel lehet fogni nulla darab primszam

szorzatanak, Osszhangban azzal a matematikai konvencioval, hogy az iires szorzat értéke 1, azaz

0
1= Hp;“, mint ahogy példaul 0! = 1.)
i=1



A szamelmélet alaptételébdl azt is megérhetjiik, hogy az 1-et miért nem tekintjiikk primszamnak: az
ugyanis nem valodi épitékocka, mert 1-gyel szorozva nem valtozik a szam, igy ha azt is primszamnak
tekintenénk, azzal elveszne az egyértelmtség, pl. 6 =2-3=1-2-3=1-1-2-3 sth.

Sage-ben a primfelbontast a factor () fliggvénnyel éllithatjuk els:

sage: factor(360) # vagy: 360.factor()

273 * 372 x 5

A factor() visszatérési értéke egy Factorization tipusi objektum, amely sorozatként is tud
viselkedni, azaz pl. egy for-ciklussal felsorolhato, ahol az elemek a (p;, n;) parok, példaul:

sage: for (p, n) in factor(360):

co print (f"prim: {p}, kitevd: {nl}")

prim: 2, kitevé: 3

prim: 3, kitevd: 2

prim: 5, kitevd: 1

Megjegyzés: a primfaktorizacio, azaz a primtényezGs felbontas elGallitasa nagy szamok esetén nagyon
nehéz feladat. Olyannyira, hogy egyes kriptografiai rendszerek (pl. az RSA, mint késbb latni fogjuk)

azon alapulnak, hogy senki nem fogja tudni megtalélni a titkos primtényezgit egy hatalmas szamnak.

2.4. Eratoszthenész szitaja

Hogyan tudjuk elGéllitani az 6sszes primszamot adott n-ig?

A naiv megoldas az, hogy minden szamra megvizsgaljuk a fenti médon, hogy primszém-e. Ez azonban
nem hatékony, mert rengeteg felesleges munkat végziink (példaul ha egy szamrol kideriilt, hogy
oszthato 13-mal, akkor a kovetkezs 12 szamra ezt felesleges megnézni, mert tgysem lesz az).

Ennél jobb megoldast kinal Eratoszthenész szitaja: irjuk fel az egész szamokat 2-t6l n-ig, majd
szisztematikusan hizzuk ki az Osszetett szamokat a mar felfedezett primszamok segitségével. Az
els6 primszam a 2, ezért hizzuk ki a tobbi paros szidmot, mert azok Osszetett szamok. A kovetkezd
primszam a 3, ezért huzzuk ki a tobbi 3-mal oszthato szamot. A 4-est méar kihiztuk, tehat az nem
primszam. A kévetkezd érintetlen szam az 5-0s, tehat az primszam, ezért huzzuk ki az 6sszes tébbi
5-tel oszthato szamot, és igy tovabb. Végiil pontosan a primszamok maradnak.

Példéaul igy néz ki a szita els6 néhany 1épése n = 25-ig:

23456 7|[89[10[11|12(13[14|15(16 |17 |18[19[20 |21 (2223|2425
20| 314|587 |89 K| 11|17 13 |14 |15 | 6|17 |8 |19 | 20|21 (27| 23| 24| 25
2118|458 |7|8|9| 00|11 |17| 13|14 | 15| 6|17 | W8 |19 | 20| 24| 27| 23 | 24 | 25
23| A|[5]|6|7|8 |9 || 11| 12|13 |14 | 15| 6|17 | 18|19 | 20|21 | 22 |23 | 24 | 25

Néhany észrevétel, amellyel gyorsitani lehet az algoritmust:
1. Itt is elég csak \/n-ig menni a primekkel, hiszen az annél nagyobb primszamok tébbszoroseit
méar kihaztuk valamelyik kisebb primszammal. (Példaul fent valoban elég volt 5-ig menni. A
7 tobbszoroseit hiaba néznénk, azzal mar nem tudnénk djabb szamot kihtzni: a 14-et mar
kihtztuk a 2-vel, a 21-et pedig a 3-mal.)
2. Egy adott p primszamnal nem kell 2p-t6] kezdeni az athuzast, hanem elég p*-t6l. Miért? Mert
a p és p? kozotti p-tobbszoroscknek volt kisebb prim osztéja, igy azokat mar kihtztuk. (Példaul

az 5-tel a 15-6t nem kellett kihuzni, mert azt a 3-mal mar megtettiik.)



Eratoszthenész szitajanak lépései tehat:

1. Készitstink egy listat 2-t6l n-ig, amelyben kezdetben logikai igaz (True) értékek vannak.

2. Menjiink egy ciklussal i = 2-t6] addig, amig i < n:

e Ha a lista i. helyén igaz van, akkor:
e Menjiink egy ciklussal j = i*t6l indulva, i-esével lépkedve legfeljebb n-ig (azaz j =
i, 2, 220 L)
e Allitsuk a lista j. elemét hamisra (False).

3. Ahol a listaban igaz értékek maradtak, azok a primszamok.
Figyeljiink az indexelésre, mert Sage-ben a listakat 0-t6l kell indexelni, az algoritmusban pedig 2-t6l.
Ezért vagy mindig vonjunk le 2-t az indexbdl, vagy menjen a lista 0-t6l n-ig, és az elsé két értéket
rogton allitsuk hamisra.
Bebizonyithato, hogy az algoritmus futési ideje nagysagrendileg n loglogn lépés, amely nagy n-ekre

sokkal gyorsabb, mint a primek egyenkénti vizsgalata, amely ny/n lépést igényel.

3. Oszték szama és Osszege

Vizsgaljunk meg még néhany érdekes fogalmat az osztokkal kapcsolatban. Példaul:
3.1. Definicié. Jeldlje 7(n) az n € N* pozitiv osztoinak szamat.
Példaul n = 6-nak 4 pozitiv osztdja van: 1, 2, 3 és 6, ezért 7(6) = 4.
A fiiggvény els6 néhany értéke:
n||11213[4|5]6|7[8[910]11 (12|13 |14 15|16 | 17|18 |19 |20
)| 122324243426 |2|4]|4[5]2|6]2]|6

Az osztoszam-fiiggvény jol elkiiloniti a primszamokat, az Osszetett szamokat és az 1-et:

e 7(1) =1,

e 7(n) =2, ha n primszam, és

e 7(n) > 3, ha n Osszetett szam.
Hogyan tudjuk kiszamitani az osztoszam-fiiggvényt? A legegyszertibben (és a legkevésbé hatékonyan)
ugy, hogy megszamoljuk az osztoit. Ha viszont ismerjiik a szam primtényezss felbontasat, akkor
hatékonyabb megoldast is tudunk adni:
3.2. Tétel. Ha n kanonikus alakja n = py*ph? - - pp*, akkor 7(n) = (ny + 1)(ng + 1) -+ (ng + 1).
Példaul 360 = 2° - 3% - 5, ezért 7(360) = 3+ 1)(2+ 1)(1 +1) = 24.
(Bizonyitas: az n barmely m osztojaban csak ugyanazok a primtényezdk lehetnek, mint n-ben, és
legfeljebb ugyanakkora hatvanyon. Ezért m = p{"py'?---p™*, ahol a p;-k ugyanazok, mint n-ben,
és minden m; kitevé 0 és n; kozott lehet, ami (n; + 1)-féle lehetéség. Hény ilyen m oszto6 van?
Ahanyféleképpen kivilaszthatjuk az m;-ket, azaz (ny + 1)(ng + 1) --- (ng + 1). De honnan tudjuk,
hogy ezek mind kiilonb6z6 osztok lesznek? A szamelmélet alaptételébdl, amely szerint a primtényezds
felbontés egyértelmdi.)

Megjegyzés: vegyiik észre, hogy az osztok szdma legtobbszor paros. Miért van ez igy? Mert az osztok

altaldban parban vannak: ha k | n, akkor 7 | n. Kivétel akkor lehet, ha k parja énmaga, azaz k = 7,
atrendezve k* = n. Azaz:

3.3. Tétel. 7(n) akkor és csak akkor pdratlan, ha n négyzetszam.



Most nézziink egy masik nevezetes szamelméleti fliggvényt:
3.4. Definicié. Jelslje o(n) az n € Nt pozitiv osztoéinak Gsszegét.
Példaul n = 6-ra o(6) =1+2+3 +6 = 12.
A fiiggvény els6 néhany értéke:
n{1[2[3[4|56 |78 [9[10[11|12[13]|14 15|16 |17 | 18|19 20
on) |13 |4(7]6]12[8|15 |13 18|12 |28 |14 |24 24|31 |18 |39 |20 |42

Ezt is ki lehet szamitani a primfelbontasbol: .
nit1

3.5. Tétel. Ha n kanonikus alakja n = p{*p5? - - - pp*, akkor o(n) = H ]%

Sage-ben o(n) neve sigma(n), 7(n)-é¢ pedig number_of_divisors (nz)i.1

Néha hasznéljuk a o(n) egy valtozatat, ahol az n-et magat kihagyjuk az osztok koziil:

3.6. Definicié. Jelolje s(n) az n € N* valodi osztoinak dsszegét. (Angol elnevezés: aliquot sum.)

Mas szoval: s(n) := o(n) — n.

Ezen fiiggvény segitségével definialhatunk néhény érdekes szamtulajdonsagot:

3.7. Definicié. n € NT tikéletes szdm, ha s(n) = n.

Példaul a 6 tokéletes szam, mert s(6) =1+ 2+ 3 = 6.

(Megjegyzés: a tokéletes szamokrol sem tudjuk, hogy végtelen sokan vannak-e.)

3.8. Definicié. a € N* és b € N* bardtsdgos szampdr, ha s(a) = b ¢és s(b) = a. (Angolul: amicable

numbers.)

Példaul a 220 és a 284 baratsagos szampar, mert $(220) = 14+244+54+10+114+20422+44+55+110 =

284 65 5(284) = 1+ 2+ 4 + 71 + 142 = 220.

4. Szerzd

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznalva Nagy Adam jegyzetét:
https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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