Modularis aritmetika
Szamelmélet

Diszkrét modellek alkalmazasai

1. Maradékosztalyok

1.1. Definici6. Az a € Z és b € Z szamok kongruensek modulo m € N* ham | a — b.
Jelolés: a = b (mod m), vagy réviden a = b (m). Tagadas jelolése: a Z b (mod m).
Tovabbi elnevezések: az m neve modulus, az a = b (mod m) allitas pedig egy kongruencia.
Példaul 34 = 14 (mod 10), mert 10 | 34 — 14. Ebbdl a példabol sejthets, hogy a = b (mod 10)
pontosan akkor lesz igaz, ha a és b utolsd szamjegye megegyezik (legalabbis a,b € N esetén).
Altalaban belathat6, hogy a = b (mod m) pontosan akkor igaz, ha a és b m-mel val6 osztési maradéka
megegyezik, azaz a mod m = b mod m. (Megjegyzés: a "mod"-nak két kiilonb6zé jelentése van: az
a mod m kifejezésben a maradékos osztas maradékat jelenti, pl. 34 mod 10 = 4, az a = b (mod m)
kifejezésben pedig a teljes "egyenletre" (kongruenciara) vonatkozik a mod, a fent leirtak alapjan.)
A kongruencia (=) mint relacié tulajdonsagai (tetszdleges m € NT esetén):

1. reflexiv: Ya € Z : a = a (m);

2. szimmetrikus: Va,b € Z:a=b (m) = b=a (m);

3. tranzitiv: Va,b,c€Z:a=b(m) AN b=c (m) = a=c (m).
A fenti harom tulajdonsidg miatt azt mondjuk, hogy a kongruencia ekvivalenciareldcio (lasd pl.
Diszkrét matematika I). Azt is tudjuk, hogy egy ekvivalenciarelacié meghatarozza az alaphalmaz egy
osztalyfelbontasat. Az a = b (mod m) kongruencia a kovetkezs osztalyokra bontja fel Z-t:

o {km | ke Z},

o {km+1|keZ},

o {km+2|keZ},

b )

o {km+m—1|keZ}.
Lathato, hogy pontosan azok a szdmok keriiltek egy osztalyba, amelyek m-mel osztva ugyanazt a
maradékot adjak. Példaul m = 5 esetén az osztalyok a kovetkezdsk:
o {5k |keZ}={...,—-10,-5,0,5,10,...},
o bk+1|keZ}={..,-9,-4,1,6,11,...},
o bk+2|keZ}y={..,-8,-3,27,12,...},
e bk+3|kez}={..,-7,-2,3,8,13,...}
o bk+4|keZ}={..,—6,-1,4914,...}.
1.2. Definicié. Adott m modulus esetén a kongruencia mint ekvivalenciarelacié altal meghatarozott

I

osztalyokat az m szerinti maradékosztalyoknak nevezziik. Jelolés: @ az a maradékosztaly, amely

tartalmazza a-t. (Ha az m modulus nem egyértelmii a kontextusbol, akkor a jelolés @,,.)
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Példaul m = 5 esetén 3 = {5k + 3 | k € Z}. Az a definici6ja értelmes, mert minden a € Z pontosan

egy maradékosztalyban van benne. Viszont a jel6lés nem egyértelmi, példaul 3 = 8 = 28 = —2.
1.3. Definici6. Z,, az dsszes m szerinti maradékosztaly halmaza, azaz Z,, = {0,1,2,...,m—1}.

(Vigyazat: Z,, € Z, s6t, Z,, elemei nem is szamok, hanem halmazok (maradékosztalyok). Azaz
példaul 2 # 2, de 2 € 2. Ez a kiilonbségtétel a miiveleteknél fontos lesz.)

Ha a maradékosztalyokra egyérelmtien szeretnénk hivatkozni, akkor mindegyikbdl valasztani kell egy
reprezentdnst. Azaz sziikséglink van a kdvetkezdre:

1.4. Definicié. Egy egész szamokbol allo6 halmazt, amely minden maradékosztalybol pontosan egy
elemet (reprezentdst) tartalmaz, teljes maradékrendszernek nevezziik.

Minden m-re t6bb (végtelen sok) teljes maradékrendszer van. Példaul m = 5-re a koévetkezsk
mind teljes maradékrendszerek: {0,1,2,3,4}, {1,2,3,4,5}, {—2,-1,0,1,2}, {10,6,—3,23, —6} stb.
Minden teljes maradékrendszernek pontosan m eleme van. Az egyik leggyakrabban hasznélt teljes
maradékrendszer: {0,1,2,... , m—1}.

2. Modularis aritmetika

Gyakran szeretnénk egész szamokkal iigy szadmolni, hogy csak a szamitas maradéka érdekel benniinket
(egy rogzitett m-re). Példaul ha most 18 6ra van, akkor 10 oraval kés6bb nem 28 éra lesz, hanem
28 mod 24 = 4 ora.

Ezt tgy formalizalhatjuk, hogy maradékosztalyokkal szamolunk. De hogyan végziink szamtani
mitiveleteket halmazok kozott? Nézziik példéul az 6sszeadast: két halmazt tgy adunk 6ssze, hogy az
egyik halmaz minden eleméhez hozzédadjuk a masik halmaz minden elemét, és az eredményt betessziik
egy halmazba. Példaul ha A = {3,5} és B = {10,20}, akkor A + B = {13,15,23,25}. Belathato,
hogy ha két maradékrendszert igy Osszeadunk, akkor egy mésik maradékrendszert kapunk, példaul
{24k +18 | k € Z} + {24k + 10 | k € Z} = {24k + 4 | k € Z} (azaz 18 + 10 = 4, ahol m = 24).
Kivonésra, szorzasra hasonléan miikodik a dolog. Tehét:

2.1. Tétel. Ym € Nt a,b € Z:

1. a+b=a+b,
2. a—b=ua—b,
3. a-b=ab,
4. —a = —a.

Példaul ha m = 10, akkor 74+ 3 -6 = 7 + 8 = 5. Ha ugyanezt szamokkal szeretnénk kiszamolni,
akkor vegyiink minden lépés utan maradékot: (7 + 3 -6) mod 10 = (7 + (3 - 6 mod 10)) mod 10 =
(7 + 8) mod 10 = 5. Lehetne csak a legvégén venni maradékot, de a folyamatos maradékképzésnek
az az elénye, hogy menet kozben mindig csak kisebb szamokkal kell szdmolni.
A Z,,-beli miiveletek f6bb tulajdonsagai (hasonloan Z-hez):

1. kommutativ (+ és -): Va,b € Z, :a+b=b+a A ab= ba;

2. asszociativ (+ és -): Va,b,¢ € Z,, :a+ (b+¢) = (a+b)+¢ A a(be) = (ab)c;
3. disztributiv (- a +-ra): ¥a,b,¢ € Z,, : a(b+ ¢) = ab + ac;

4. nullaval: Va € Z,, :a+0=a A a-0 = 0;

5. eggyel: Va € Z,, :a-1=a;

6. ellentett: Va € Zy, : a+ —a = 0.



Sage-ben tobbféleképpen szamolhatunk modulérisan. Lehet egyszerti maradékképzésekkel:
sage: (7 + (3%6)%10) % 10

5

Vagy hasznalhatjuk a Z,, struktirat, amelyet a Zmod(m) fliggvénnyel lehet 1étrehozni:
sage: Zmod(10)

Ring of integers modulo 10

sage: Z10 = Zmod(10)

sage: Z10(3) # a "3" egész szamot konverdlja 3 maradékosztalyava
3

sage: Z10(3) * 6 # a masikat mar automatikusan konvertalja

8

sage: 7 + Z10(3) * 6

5

sage: type(Z10(3))

<class ’sage.rings.finite_rings.integer_mod.IntegerMod_int’>
sage: type(3)

<class ’sage.rings.integer.Integer’>

Fel is sorolhatjuk a Z,, elemeit a szokasos médon:

sage: for a in Zmod(4):

C print(a, a~2)

31

Egy masik megoldas maradékosztaly létrehozasara a mod(a, m) fiiggvény, amellyel nem kell kiilon
létrehozni Z,,-et, és amely ugyanazt a szamitast végzi el, mint az a % m, csak nem egész szamot ad
vissza, hanem a megfelel§ maradékosztalyt:

sage: mod(34, 10)

4

sage: _ " 2

6

sage: type(mod(34, 10))

<class ’sage.rings.finite_rings.integer_mod.IntegerMod_int’>

sage: type(34 % 10)

<class ’sage.rings.integer.Integer’>

3. Linearis kongruenciak

Egy fontos mivelet eddig kimaradt: az osztas. Vajon lehet-e Z,,-ben osztani, és ha igen, hogyan?
Naivan azt gondolhatnank, hogy itt is ugyanigy jarhatunk el, mint az 0sszeadas, kivonés és szorzas
esetén, azaz példaul m = 10 esetén 6/2 = 3 lenne, és példaul 8/3 nem létezik. Ez azonban nem ilyen

egyszert. S6t, mind a két allitas hamis!



Ehelyett inkdbb induljunk ki abbdl, hogy mit jelent az osztds mashol, pl. Z-ben: az osztas nem mas,
mint a szorzas inverze, azaz ha a,b € Z, akkor b/a azt az egyértelmi x € Z szamot jelenti, amelyre
ax = b. Példaul:
e 6/2 =3, mert 2-3 =6, és az x = 3-on kiviil nincs mas ilyen szam;
e 8/3 nem létezik Z-ben, mert nincs olyan = € Z, hogy 3z = 8 (egyébként Q-ban lenne);
e 5/0 sem létezik, mert Ox = 0 # 5;
e 0/0 pedig azért nem létezik, mert bar van olyan x, hogy Ox = 0, de nem egyértelmd (s6t,
minden z ilyen).
Alkalmazzuk az osztasnak ezt a megkozelitését Z,,-re:
3.1. Definicié. a,b € Z,, esctén b/a az az egyérelmt T € Z,,, amelyre az = b.
Példaul m = 10 esetén tekintsiik a kovetkezd szorzési tablazatot (az egyes sorokban az elemek, a
kétszereseik és a haromszorosaik vannak):
sage: matrix([[b*x for x in Zmod(10)] for b in Zmod(10) if b >= 1 and b <= 3])
[01 234567 8 9]
(024680246 8]
[036925814T7]
Ebbdl példaul lathato, hogy:

e a 37 = 8 egyenletnek pontosan egy megoldasa van (a harmadik sorban egy 8-as van): 3

-6 =8,
azaz 8/3 = 6 (ezt Z-bol nézve nem vartuk volna);
e sGt, barmilyen b/3 létezik, hiszen a harmadik sorban minden elem pontosan egyszer szerepel;
e a 27 = 6 egyenletnek viszont két megoldasa is van: 2-3 = 6 (ezt vartuk) és 2-8 = 6, tehét 6/2
nem létezik modulo 10!
Hogyan tudjuk a moduléris osztast elvégezni hatékonyan, azaz tablazat (= m elem végigprobalasa)
nélkiil? Ehhez irjuk fel a definiciéban szerepls @z = b egyenletet kongruenciaként: az = b (mod m),
és elGszor ezt probaljuk meg megoldani.
3.2. Definicié. Az ax = b (mod m) kongruenciat, ahol = az ismeretlen, linedris kongruencidnak
nevezziik.
Jy € Z : my = b — ax, atrendezve: ax + my = b. Tehat csak meg kell oldani egy lineéris diofantikus
egyenletet, és elég csak x-re. Tudjuk (lasd az el6z8 jegyzetet: Legnagyobb kézos osztd), hogy ennek
akkor és csak akkor van megoldasa, ha Inko(a,m) | b, és ha zy egy megoldas z-re, akkor végtelen sok
megoldas van, amelyek az © = xo — k - m/Inko(a,m) alakban irhatok fel, ahol k tetszGleges egész
szam. A kongruencidhoz azonban elég az x € {0,1,...,m—1} halmazra lesziikiteni a megoldasokat,
ahol mar csak véges sok van. Egészen pontosan hany darab? Ezt abbdl tudjuk kiszamitani, hogy a
megoldasok 1épéskoze m/ Inko(a, m), tehat 0-t6l m—1-ig pontosan Inko(a, m) darab megoldas van.
Tehat az axr = b (mod m) kongruenciat igy oldhatjuk meg:
1. Szamitsuk ki a bévitett euklideszi algoritmussal g := Inko(a, m)-et és az ehhez tartozo xo, yo
Bézout-egytitthatokat (pontosabban elég csak zg-t).
2. Ha Inko(a, m) 1 b, akkor nincs megoldas.
3. Egyébként pontosan Inko(a, m) darab megoldéas van 0 és m—1 kozott:
(a) Az els6 megoldas xq - b/g mod m/g.

(b) Minden kovetkezd megoldés az el6zénél m/g-vel nagyobb.



Példaul a 2z = 6 (mod 10) linearis kongruencia esetén g = Inko(2,10) = 2, és a Bézout-egyiitthato
o =1 (és yo = 0). Mivel Inko(2,10) | 6, ezért van megoldas, méghozza pontosan ketts (g = 2): az
els6 1-6/2 mod 10/2 = 3 mod 5 = 3, a méasodik pedig 3 4+ 10/2 = 8 (ahogy azt fent is lattuk).
Most térjiink vissza a b/@ osztashoz. Ez annyiban kiilénbézik a linearis kongruencia megoldasatol,
hogy a megoldésnak egyértelmtinek kell lennie. Ez a fentiek alapjan a kovetkezét jelenti:
3.3. Tétel. A b/a hdnyados (modulo m) akkor és csak akkor létezik, ha a és m relativ prim (azaz
Inko(a,m) =1).
A b/a kiszamitasa tehat:

1. Szamitsuk ki a bévitett euklideszi algoritmussal Inko(a, m)-et és az a-hoz tartoz6 x, Bézout-

egyiitthatot.

2. Ha Inko(a, m) # 1, akkor nincs megoldas.

3. Egyébként a megoldéas xg - b mod m.
Példaul 8/3 (modulo 10) esetén Inko(3,10) = 1 és zp = —3, tehat van megoldas, mégpedig T =
—3-8=6.
Az osztasnak van egy hasznos specialis esete, ha b = 1:

3.4. Definicié. Az @ maradékosztaly (modulo m) multiplikativ inverze 1/a. Jelolés: a .

Ha ez
létezik, azt mondjuk, hogy @ wnvertdlhato.

Ez azért hasznos, mert ha sok b/@ hanyadost szamolunk ugyanazzal az a-val, akkor elég @ '-et egyszer
kiszamitani:

3.5. Tétel. b/a pontosan akkor létezik, ha @ invertdlhatd, és akkor b/a ="b-a .

Mint lattuk, pontosan azok az elemek invertédlhatok, amelyek relativ primek m-hez. Bizonyos m-ek
esetén ez leegyszertsiti a helyzetet:

3.6. Tétel. Ha m primszim, akkor minden @ € Z,, \ {0} elem invertdlhatd.

Tehat, primszdm modulus esetén 0 kivételével barmivel lehet osztani (akarcsak pl. Q-ban).
Természetesen mindezt a Sage is ki tudja szamitani:

sage: Z10 = Zmod(10)

sage: Z10(8) / 3

6

sage: Z10(6) / 2

ZeroDivisionError: inverse of Mod(2, 10) does not exist
sage: Z10(3).inverse()

7

sage: _ * 3

1

Kongruenciakat a solve_mod() fiiggvénnyel lehet megoldani:

sage: solve_mod(2*x == 6, 10)

[((8,), (3,)]
sage: (_[0]J[0] = 2, _[1]1[0] * 2)
(6, 6)



4. Kinal maradéktétel

Végezetiil nézziik meg, hogyan lehet egyszerre tobb kongruenciat megoldani kiilonb6z6 modulusokkal:

r=a (modm)

r=0b (mod n),
ahol m,n € Nt, a,b,x € Z, és x az ismeretlen. Ezt tigy hivjuk, hogy szimultdn kongruenciarendszer.
Azaz ha ismerjiik egy szam maradékat m és n szerint is, akkor mi lehet maga a szam?
4.1. Tétel (Kinai maradéktétel). A fenti szimultin kongruenciarendszernek akkor és csak akkor
van megolddsa, ha lnko(m,n) | b — a, és ekkor a megoldds egyértelmd modulo Ikkt(m,n) (tehdt a
megolddasok halmaza éppen egy maradékosztaly modulo 1kkt(m,n)).
De ebbdél még nem tudjuk, hogy hogyan szamithatjuk ki a megoldast.
A fenti szimultdn kongruenciarendszer ekvivalens a kovetkezs egyenletekkel (a kongruencia és az
oszthatosag definicioja alapjan):

T —a=um,
r —b=on,

ahol u,v € Z. Ezekbdl x-et kikiiszobolve egy linearis diofantikus egyenletet kapunk u-ra és v-re:

um —ovn =b — a,
amelyet mar meg tudunk oldani. Ebbdl konnyen be lehet bizonyitani a fenti tételt, valamint
levezethets a megoldas képlete z-re (a levezetést mellgzziik).
A megoldas menete tehat:

1. Szamitsuk ki a bdvitett euklideszi algoritmussal g := Inko(m, n)-et és az ehhez tartozo ug, vg
Bézout-egyiitthatokat.

2. Ha g 1b — a, akkor nincs megoldas.

3. Egyébként a megoldas: x = (avon +bugm)/g (mod mn/g). (Megjegyzés: mn/g = lkkt(m, n).)
Megjegyzés: ha tudjuk, hogy m és n relativ primek, akkor a szamitas leegyszertisodik, mert mindig
van megoldés, és nem kell leosztani g-vel. Ekkor a kozés modulus egyszertien mn.

Elsé példa:

r=3 (mod5)

x=2 (mod7)
A bovitett euklideszi algoritmus eredménye 5-re és 7-re: (1,3, —2), azaz a modulusok relativ primek.
Ilyenkor mindig van megoldés, ¢s t =3-(—2)-7+2-3-5 (mod 5-7), azaz x = 23 (mod 35).
Maésodik példa:

r=1 (mod 6)

r=3 (mod 4)
A bévitett euklideszi algoritmus eredménye 6-ra és 4-re: (2,1, —1). Mivel 2 | 3—1, ezért van megoldas,
mégpedig x = (1-(=1)-4+3-1-6)/2 (mod 6-4/2), azaz x =7 (mod 12).
Harmadik példa:

r=2 (mod 6)

r=3 (mod 4)
Hasonloan kezdjiik, de most 2 t 3 — 2, ezért nincs megoldas. Ez ranézésre is nyilvanvalo, hiszen a két

kongruencia ellentmond egymasnak: az els6 szerint x paros, a masodik szerint pedig paratlan.



A kinai maradéktétel nemcsak két, hanem tetszéleges szamu kongruenciara megfogalmazhaté. Ennek
a megoldasahoz a fenti modszert alkalmazzuk tobbszor egymaéas utan: egyszerre mindig csak két
kongruenciat oldunk meg, majd az eredményt mint kongruenciat beirjuk a megoldott két kongruencia
helyére, és igy egy eggyel kevesebb kongruencidbol allo rendszert kapunk. Ezt addig folytatjuk, amig
egyetlen kongruencia marad csak, és akkor az lesz a megoldas. Ha barmelyik lépésben azt kapjuk,
hogy nincs megoldés, akkor az egész eredeti szimultan kongruenciarendszernek nincs megoldasa.
Nézziink erre is egy példat: Szun Cu, az okori kinai matematikus (akirgl a tétel a nevét kapta),
a kovetkez6 problémat fogalmazta meg: "Bizonyos dolgok szamét nem ismerjiilk. Ha harmasaval
szamoljuk 6ket, akkor kettd marad; 6tosével szamolva harom marad; és hetesével szamolva kettd.
Héany dolog van Osszesen?"

Ezt atirva kongruenciakra:

r=2 (mod 3)
r=3 (modb5)
r=2 (mod?7)

Elgszor oldjunk meg ebbdl kettSt. Az utolso két kongruenciat mar fent megoldottuk (els6 példa):
x =23 (mod 35). Ezt beirva a fenti rendszerbe:

r=2 (mod 3)

r =23 (mod 35)
Ezt is oldjuk meg: a bovitett euklideszi algoritmus 3-ra és 35-re azt adja, hogy (1,12, —1), és a fenti
képletbdl kijon, hogy x = 23 (mod 105).
Sage-ben a crt () ("Chinese remainder theorem") fliggvény tud megoldani szimultan kongruencia-
rendszereket. Ezt kétféleképpen lehet hasznalni: ha csak két kongruencia van, akkor megadhatjuk
a négy paramétert egymas utan: crt(a, b, m, n), tetszbleges szami kongruencia esetén pedig
két listat kell megadni, els6ben a kongruencidk jobb oldalait, a masodikban pedig a megfelels
modulusokat: crt([a, b, ...], [m, n, ...]). Az eredmény az egyik megoldés egész szamként
(a kozos modulust nem adja meg). Példaul:
sage: crt(1,3, 6,4) # a fenti masodik példa
7
sage: crt(2,3, 6,4) # a fenti harmadik példa

ValueError: no solution to crt problem since gcd(6,4) does not divide 2-3
sage: crt([2,3,2], [3,5,7]) # Szun Cu példaja
23

5. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznalva Nagy Adam jegyzetét:
https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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