Legnagyobb kozos oszto
Szamelmélet

Diszkrét modellek alkalmazasai

1. Definiciok és tulajdonsagaik

1.1. Definici6é. Az a € Z és b € Z szamok legnagyobb kizos osztdja az a ¢ € N szam, amelyre
cla NelbANVdeN:d|a N d|b = d]c Jeldlés: Inko(a,b) vagy (a,b). Angolul: greatest
common divisor, ged(a, b).
Szavakkal megfogalmazva: a és b legnagyobb kozos osztdja az a ¢ szam, amely kozos osztojuk, de
barmely d, amely szintén kozos osztojuk, osztja c-t.
Példaul 12 és 20 legnagyobb kozos osztoja 4, mert kozos oszté (4 | 12 és 4 | 20), de barmilyen d
szamra, amely szintén kozos oszto (ilyenek az 1,2,4), d | 4.
A legnagyobb kozos osztonak van egy parja:
1.2. Definicié. Az a € Z és b € Z szamok legkisebb kizds tobbszordse az a ¢ € N szam, amelyre
alcANblecANVdeN:a|d ANb|d = c|d. Jelolés: Ikkt(a,b) vagy [a,b]. Angolul: least common
multiple, lem(a, b).
Szavakkal megfogalmazva: a és b legkisebb kozos tobbszorose az a ¢ szam, amely kozos tobbszorosiik,
de barmely d, amely szintén kézos tobbszorosiik, tobbszordse c-nek.
Példaul 12 és 20 legkisebb kozos tobbszorose 60, mert kozos tobbszoros (12 | 60 és 20 | 60), de
barmilyen d szamra, amely szintén kézos tobbszoros (pl. 60, 120, 180, 240, .. .), 60 | d.
(Megjegyzés: a "legnagyobb" és a "legkisebb" nem a szokésos értelemben (<, >) értendd, hanem az
oszthatdsig mint részbenrendezés szerint, lasd az Oszthatoség jegyzetben az asszocidltak utéani egyik
megjegyzést. Ez pozitiv szdmokra egybeesik a szokasos rendezéssel, de példaul O-ra nem, amely itt
a "legnagyobb" azaz pl. Inko(0,0) = 0, hidba koz0s oszté minden egész szam.)
Az Inko és az 1kkt barmely két egész szamra létezik és egyértelmi. (Megjegyzés: az egyértelmiiség
azért van, mert N-re sziikitettiik le c-t, ahol az oszthatésiag antiszimmetrikus. Néha a definiciéban
megengedik a negativ szdmokat is, de akkor az egyértelmiség elvész, példaul akkor 6 és 4 legnagyobb
kozos osztoja 2 és —2 is lehetne.)
Sage-ben a legnagyobb kozos osztot a gecd(a,b) fiiggvénnyel, a legkisebb kozos t6bbszorost pedig az
lcm(a,b)-vel lehet kiszamitani.
Az Inko és az lkkt f6bb tulajdonsagai:

1. azonos szamokra: Va € N : Inko(a, a) = lkkt(a, a) = a;

2. nullaval: Va € N : Inko(a,0) = a A lkkt(a,0) = 0;

3. osztoval: Ya,b € N:a|b = Inko(a,b) =a A Ikkt(a,b) = b;

4. negativ szamokra: Va,b € Z : Inko(a, b) = Inko(lal, |b]) A lkkt(a,b) = lkkt(|al, [b]);

5. kommutativ: Va,b € Z : Inko(a,b) = Inko(b,a) A lkkt(a,b) = 1kkt(b, a);
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6. asszociativ: Va,b,c € Z : Inko(a, Inko(b, ¢)) = Inko(Inko(a, b),c) A
lkkt(a, Ikkt(b, ¢)) = lkkt(lkkt(a, b), ¢);
7. Ya,b € Z : Inko(a + b,b) = Inko(a,b) A Inko(a — b,b) = Inko(a, b) (ez csak az Inko-ra igaz);
8. kiemelés: Ya,b,m € N : Inko(ma, mb) = m - Inko(a,b) A lkkt(ma, mb) =m -1kkt(a,b);
9. korlatok: Va,b € N* : 1 < Inko(a,b) < min(a,b) A max(a,b) < lkkt(a,b) < ab;
10. Va,b € N : Inko(a, b) - Ikkt(a,b) = ab.
Az utolso el6tti tulajdonsaghol latszik, ahogy az Inko lehetséges legkisebb értéke 1. Ha ez a helyzet,
annak kiilon neve is van:
1.3. Definici6. Két egész szam relativ prim, ha a legnagyobb kozos osztojuk 1.
Példaul 5 és 8 relativ primek, mert Inko(5,8) = 1.
Relativ primek esetén az lkkt is kiilonleges: a fenti utolsé tulajdonsaghol kdvetkezik, hogy akkor
lkkt(a, b) = ab, ami az lkkt-re a létez6 legnagyobb érték.
Specialis esetekben konnyt eldonteni, hogy két szadm relativ prim-e:
e Az 1 és a —1 minden egész szamhoz relativ prim.
e Szomszédos szamok relativ primek (pl. 8 és 9).
e Egy primszam minden olyan egész szamhoz relativ prim, amely nem a tobbszorose. (Erre azt
is mondhatjuk, hogy a "prim" er&sebb fogalom, mint a "relativ prim".)

e A 0 csak az 1-hez és a —1-hez relativ prim.

1.1. Altalanositas tobb szamra

A legnagyobb kozos osztot és a legkisebb k6zos tobbszorost nemcsak két szamra lehet értelmezni,

hanem akidrmennyire:

1.4. Definicié. Tetszbleges aq,as, ..., a, € Z szamokra
e Inko(ay,as, ..., a,) := Inko(ay, Inko(asg, Inko(. .., a,)...)) és

o Ikkt(ay,aq, ..., a,) = lkkt(ay, Ikkt(aq, Ikkt(. .., a,)...)).
Peéldaul Inko(10,12,16) = Inko(10, Inko(12,16)) = Inko(10,4) = 2.
Sage-ben a gcd() és az lem() fliggvények tobb szamra is hasznalhatok, de akkor azokat listdban
(vagy egyéb sorozattal) kell megadni, pl. gcd([10,12,16]), vagy lcm(range(1, 1000)).
Jobban kell vigydznunk, ha a relativ primek fogalmat szeretnénk altalanositani, mert erre két kiiloén

fogalom is van:

1.5. Definicid. ay,as, ..., a, € Z relativ primek, ha Ilnko(a, as, . .., a,) = 1.
1.6. Definicid. ay,as,...,a, € Z pdronként relativ primek, ha Inko(a;,a;) = 1 barmely kiilonb6z6
1-Te és j-re.

Peéldaul 8, 10 és 15 relativ primek, mert Inko(8,10,15) = Inko(8,5) = 1, de nem pdronként relativ
primek, mert nem minden paronkénti Inko 1: Inko(8,10) = 2, Inko(8,15) = 1 és Inko(10,15) = 5.
Viszont példaul 5, 8 és 9 paronként (is) relativ primek, mert Inko(5,8) = Inko(5,9) = Inko(8,9) = 1.

Megjegyzés: a paronként relativ primek mindig relativ primek is.

1.2. Kiszamitas primfelbontasbol

Ha ismerjiik a két szam primtényezés felbontasat, akkor abbol konnyen kiszamithatjuk a legnagyobb

kozos osztojukat és a legkisebb kozos tobbszorosiiket:
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1.7. Tétel. Inko(a, b) primtényezds felbontdsaban pontosan azok a primtényezdk szerepelnek, amelyek
a-ban €és b-ben 1s szerepelnek, és a kettd kozil a kisebbik kitevdvel.

1.8. Tétel. lkkt(a, b) primtényezds felbontdsaban pontosan azok a primtényezdk szerepelnek, amelyek
vagy a-ban, vagy b-ben szerepelnek, és a kettd kézil a nagyobbik kitevivel.

Példaul 120 = 2°-3-5 és 36 = 2%-3%, ezért Inko(120,36) = 22-3 = 12 és Ikkt(120, 36) = 2*-3?-5 = 360.
Ez a szamitas azonban feltételezi, hogy ismerjiikk a két szam primfelbontasat, amit nagy szamok

esetén nagyon nehéz kiszamitani. Ezért sziikségiink lesz egy hatékonyabb algoritmusra.

2. Euklideszi algoritmus

Az euklideszi algoritmus egy hatékony eljaras a legnagyobb ko6zos oszt6 kiszamitasara.

Az alapdtlet az, hogy ha az egyik szambol kivonjuk a mésikat, akkor a legnagyobb k6zos osztd nem
valtozik: Inko(a,b) = Inko(a — b,b). Ez azért hasznos, mert ha a > b > 0, akkor a — b < a, vagyis
csokkentettiik az egyik szamot. Ezt a helyettesitést (felvaltva a és b szerepével) addig csinalhatjuk,

amig mindkét szam elég kicsi nem lesz. Példaul:

Inko(50, 22
Inko(28, 22
Inko(6, 22
Inko(6, 16
Inko(6, 10
Inko(6, 4
Inko(2, 4
Inko(2, 2

) =
)=
)
) =
) =
)=
)=
) =

A (naiv) algoritmus tehat:
1. Bemenet: a,b € NT.
2. Ciklus amig a # b:
(a) Ha a > b, akkor:
e a:=a—Db,
(b) egyébkent:
e b:=b—a.
3. Kimenet: a.
(Megjegyzés: ez igy csak pozitiv egész szamokra miikodik. Ha valamelyik bemend szam nulla, akkor
rogton tudjuk, hogy az Inko a maésik szam lesz. Ha valamelyik szam negativ, akkor vegyiik az
ellentettjét, miel6tt elinditjuk az algoritmust.)
Ez azonban még nem a leghatékonyabb forméaja az euklideszi algoritmusnak. Ha ugyanis az egyik
szam joval nagyobb, mint a masik, akkor szokszor vonjuk le bel6le a méasik szamot (pl. 22-bdl a
6-ot: 22 — 16 — 10 — 4). Ezeket a kivonésokat Osszevonhatjuk egyetlen miiveletté, egy maradékos

osztéssa, példaul 22 mod 6 = 4. Ezzel a gyorsitassal a fenti szamitas kevesebb lépésben végezhetd el:



Inko(50, 22) =
Inko(6, 22)
Inko(6,4) =
)
)

Ezt rekurzivan tgy definialhatjuk, hogy el6szor vegyiik a két bemend szamot csckkend sorrendben,
azaz legyen r := a és 19 := b, ha a > b (kiilonben forditva), és minden lépésben kiszamitjuk az eddigi
utolso két szam maradékat, azaz ry, := ri_ mod rp_1, egészen addig, amig el nem érjiik a nullat, és
akkor az el6z6 szam lesz a legnagyobb kozos oszto, azaz ha r,, = 0, akkor Inko(a,b) = r,_;. Példaul:
r1 =050, 19 =22, r3 =6, ry =4, r5 =2, 14 =0.
Az algoritmusban mindig csak az utolso két szamot taroljuk (a és b helyén), azaz ha kezdetben a = 50
és b = 22, akkor a kovetkezs lépésben a = 22 és b = 6, és igy tovabb.
A teljes algoritmus tehéat:

1. Bemenet: a,b € N.

2. Ciklus amig b # 0:

(a) t:=b,
(b) b:=amod b,
(¢) a:=t.

3. Kimenet: a.
Megjegyzés: a ciklusmag harom utasitasa helyett irhattuk volna azt is, hogy a := a mod b, majd
cseréljik fel az a-t és a b-t — ezt a cserét oldottuk meg az ideiglenes t valtozéval. De meguszhatjuk
a cserét, ha a programozasi nyelv tdmogatja a szimultan értékaddst, azaz egyszerre tobb valtozo
értékét is meg tudjuk valtoztatni (pl. ilyen a Python és a Sage): ekkor az egész ciklusmagot irhatjuk
egyetlen utasitassal ugy is, hogy a,b := b,a mod b, azaz legyen a az el6z6 b, és egyuttal legyen b az
el6z6 értékekbdl szamitott a mod b. Példaul Sage-ben: a, b = b, a % b.
(Megjegyzés 2: ez a verzié mar nullara is mikodik. Negativ szamok esetén tovabbra is abszolut
értéket kell venni — akar a bemenetekét, akar a végeredményét. )
(Megjegyzés 3: fent kikotottiik, hogy a > b. Akkor miért nem ellendriztiik ezt a bemend szamokra,
és miért nem cseréltiik fel Gket, ha nem igaz? Mert ez valojaban csak egy kényelmi kikotés volt: ha
a < b, akkor is miikodik az algoritmus, csak eggyel tobb 1épésben, és az els6 1épés pont felcseréli a
két szamot, mert példaul 22 mod 50 = 22.)
Bebizonyithato, hogy az euklideszi algoritmus nagy szamokra nagysagrendileg log min(a,b) 1épést
végez. Ez sokkal gyorsabb, mint barmilyen ismert primfaktorizacios algoritmus.
Es hogyan lehet hatékonyan kiszamitani a legkisebb kozos tobbszorost? Ehhez elészor kiszamitjuk
az Inko-t az euklideszi algoritmussal, majd lkkt(a,b) = ab/Inko(a,b) a fenti legutolso tulajdonsag

alapjan (vagy ha negativ szamok is lehetnek: lkkt(a,b) = |ab| / Inko(a, b)).

3. Bovitett euklideszi algoritmus

3.1. Tétel (Bézout-lemma). Va,b € Z : 3z,y € Z : ax + by = Inko(a, b).

Ez azt jelenti, hogy béarmely két szam legnagyobb kozos osztdja elGallithatdo a két szam egész



egylitthatos linearis kombinaciojaként. Példaul Inko(16,10) = 2, és valoban, példaul 2 = 2-16—3-10,
azaz itt az egyiitthatok lehetnek x = 2 és y = —3. Szemléletesen, ha egy szamegyenesen 1épkediink,
de egyszerre mindig csak 16 vagy 10-hosszt 1épéseket tehetiink, akkor el tudunk jutni a 0-boél a 2-be
ugy, hogy jobbra lépiink kétszer 16-ot, majd balra haromszor 10-et.
3.2. Definici6. A fenti tételben szerepls z-et és y-t a és b Bézout-egyiitthatdinak nevezzik.
Megjegyzés: a Bézout-egylitthatok nem egyértelmiek, lasd a linearis diofantikus egyenleteket késébb.
Sage-ben a Bézout-egyiitthatokat az xgcd(a,b) fiiggvénnyel szamithatjuk ki, amely visszaad egy
(g, x, y) harmast, ahol g a legnagyobb kozos oszto, és x és y a Bézout-egyiitthatok. Példaul:
xgecd(16,10) == (2,2,-3).
De hogyan miikédik az xged () fiiggvény, ill. hogyan szamithatjuk ki ezeket az egyiitthatokat a Sage
segitsége nélkiil?
Erre az euklideszi algoritmus egy modositasat hasznaljuk, a bdvitett euklideszi algoritmust. Ez
amellett, hogy kiszamitja a legnagyobb kozos osztot, kozben tovabbi értékeket is szémol, amelyek
végiil a kivant x és y egyilitthatok lesznek. Ezek minden 1épésben az eredeti a és b wvalamilyen
egylitthatoi, de az + by kezdetben nem Inko(a, b)-t &llitja els, hanem az algoritmus éppen aktuélis
r; értékét. Mivel az els6 két érték a két bemend szam: r; = a és ro = b, ezért az els6 két egyenlet
trivialis: m = a=1-a4+0-bésro =b=0-a+1-b Ezutdn az eredeti algoritmus szerint
r3 = r1 mod 79, vagy masképpen r3 = ry — q - ro, ahol ¢ a maradékos osztas hanyadosa. A bdévitett
algoritmus az utobbi Osszefiiggést hasznalja, de nemcsak az r; szdmokra, hanem a teljes egyenletre,
azaz a r; = ... fenti egyenletbdl kivonja az ro = ... egyenlet g-szorosat.
Példaul 50 és 22 bavitett euklideszi algoritmusa soran az egyiitthatok igy fognak valtozni:
a=1r; =50 = 1-50 + 0-22
b=ry=22= 050 + 122 (
rg= 6= 150 —222 (
ry= 4= -350 +722 (—
rs= 2= 450 —9:22 (
r¢ = 0= —11-50 4 25-22
Minden lépésben zardjelben jeleztiikk —g-t, azaz hogy az egyenlet hényszorosat vontuk le az el6z6

egyenletbdl, hogy megkapjuk a kovetkez6t. A megoldast az utolsd elGtti sorbol olvashatjuk le:
Inko(50, 22) = r5 = 2, a Bézout-egyiitthatok pedig x = 4 és y = —9.
Nem kell mindig felirni az egyenleteket, elég az egytitthatokat és a bal oldalt (az els6 két egytitthatopar

mindig a 2 X 2-es egységmatrix):

50 10
2 0 1 (-2
6] 1 —2 (-3)
Al =3 7 (=1)
20 4 —9 (-2
0|-11 25

(Megjegyzés: ha bal oldalt kijott a 0, akkor a hozza tartozo egyiitthatokat méar nem sziikséges
kiszamitani, mert az el6z6 sorban megkaptuk a Bézout-egyiitthatokat. De mit kaptunk az utolsé
sorban? Vegyiik észre, hogy azok — elGjeltdl eltekintve — éppen az eredeti két szam, leosztva a

legnagyobb kozos osztojukkal. Ez kés6bb még hasznos lesz.)



A bévitett euklideszi algoritmus tehat igy miikodik (szimultan értékadasokkal, 1asd fent):
1. Bemenet: a,b € N.

v, r:=a, b,

, r:=1, 0,

Yy, y:=0, 1.

Ciklus amig r # 0:

(a) q:=r"divr,

AR

(b) ', r:=r, ' —q-r (ugyanaz, mint: v, 7 :=r, v’ mod r; de ez csak az r-ekre igaz),
(¢) 2, x:=x, 2’ —q-ux,
D v, v=y v -qy
6. Kimenet: r',2',y'.
(Megjegyzés: a "vessz6s" valtozok (1, 2" sth.) az el6z6 1épésbdl valo értékeket jelolik. Sage-ben, ahol

nincs "vesszd", ezeket masképp kell jelolni, pl. r_old, x_old, vagy rr, xx stb.)

4. Linearis diofantikus egyenletek

A diofantikus egyenlet olyan egész egyiitthatos egyenlet, amelynek megoldésait az egész szamok
korében keressiik. Ezek legegyszertibb tipusa a linedris diofantikus egyenlet, amelynek legegyszertibb
forméaja a kovetkezd:
ar + by = c,

ahol a,b,c € 7Z paraméterek és x,y € Z az ismeretlenek, amelyekre szeretnénk megoldani az
egyenletet. Példaul: 16z + 10y = 6.
A kovetkezd kérdésekre keressiik a valaszt:

1. Van-e megoldésa az egyenletnek?

2. Ha van, hogyan tudjuk felirni egy megoldasat?

3. Hany megoldasa van?

4. Hogyan tudjuk felirni az 6sszes megoldasat?
Az el6z6 szakaszban mar megoldottunk egy specialis esetet: ha ¢ = Inko(a,b), akkor tudjuk, hogy
létezik megoldas, és a bovitett euklideszi algoritmussal ki is tudunk szamitani egyet.
Az is kénnyen belathato, hogy ha ¢ az Inko t6bbszorose, azaz Inko(a, b) | ¢, akkor is van megoldas, és
azt megkaphatjuk az el6z6 egyenlet (ax+ by = Inko(a, b)) megoldéasaibol egyszert szorzassal. Példaul
ha tudjuk, hogy a 16z + 10y = 2 egy megoldésa © = 2 és y = —3, akkor a 16z + 10y = 6 egy
megoldasa ennek a 3-szorosa lesz: z =6 és y = —0.
De mi a helyzet, ha Inko(a,b) 1 ¢? Példaul nézziikk a 16z + 10y = 3 egyenletet (2 t 3). Nyilvanvalo,
hogy ennek nincs megoldasa, hiszen a bal oldal csak paros lehet, a jobb oldal pedig paratlan. Ez
altalaban is igaz: az + by mindenképpen oszthato Inko(a, b)-vel (hiszen mind a, mind b oszthato vele),
ezért ha a jobb oldal nem, akkor nincs megoldéas. Ezzel bebizonyitottuk a kévetkezd tételt:
4.1. Tétel. Az ax + by = c linedris diofantikus egyenletnek akkor és csak akkor van megolddsa, ha
Inko(a, b) | c.
A kovetkezs kérdés, hogy ha van megoldas, akkor hany van. Ehhez menjiink vissza a bdévitett
euklideszi algoritmushoz, és vessiink egy pillantést az utols6 (0-s) sorra. Példaul a = 50 és b = 22

esetén az utolsod eldtti sor az volt, hogy 2 =4-50 — 9 - 22, és ez adta meg a megoldast, de az utolso

6



sora az volt, hogy 0 = —11 - 50 + 25 - 22. Miért érdekes ez? Mert ha Osszeadjuk a két egyenletet:
2 = —7-50+16-22, akkor szintén megoldast kapunk, hiszen a bal oldal a 0 miatt nem valtozott. S6t, a
0 = ... egyenlet kétszeresét, haromszorosat, vagy barmely egész szamu tobbszorosét is hozzaadhatjuk
az eredeti megoldashoz, és igy mindig tjabb megoldasokat kapunk.

Ezzel belattuk, hogy végtelen sok megoldas van. S6t, az is bebizonyithato (ezt melldzziik), hogy csak
a fenti médon megkaphat6é megoldasok vannak.

Belathato az is, hogy az utolsd, 0 = axs + bys alaku egyenletben |z,| = b/lnko(a,b) és |ys| =
a/lnko(a,b) (pl. 11 = 22/2 és 25 = 50/2), elgjeliik pedig ellentétes (ha a és b pozitivak). Ezzel
készen van a kovetkezs tétel:

4.2. Tétel. Ha az ax + by = ¢ diofantikus egyenlet megoldhato, és eqy megolddsuk xo €s 1y, akkor az
b

osszes megoldds felirhato a kévetkezdképpen: x = xg — k ésy=1yo+k- , ahol k

a
" Inko(a, ) Inko(a, b)

tetszdleges egész szdm.

(Ezt ugy kaptuk, hogy az axy + byy = ¢ megoldashoz hozzaadtuk a fenti azs + bys = 0 egyenlet
k-szorosat. Vagy onnan is nézhetjiik, hogy ha a tétel = és y megoldasat visszahelyettesitjiik az
eredeti egyenletbe, akkor kiesnek a k-s részek, és visszakapjuk az axg + byg = ¢ megoldast.)

Példaul tekintsiik a kovetkezd egyenletet: 50x + 22y = 160. A bévitett euklideszi algoritmusbol
tudjuk, hogy 4-50—9-22 = 2. Ha ezt megszorozzuk 80-nal, akkor megkapjuk az eredeti egyenlet egy
megoldasat: 320 - 50 — 720 - 22 = 160, azaz xy = 320 és yo = —720. A fenti tétellel pedig megkapjuk
az Osszes megoldasat: x = 320 — 11k és y = —720 + 25k, ahol k£ € Z. Példaul ha k£ = 30, akkor
x = —10 és y = 30.

Végezetiil: mi a helyzet akkor, ha egy linearis diofantikus egyenletet kifejezetten N f6lott szeretnénk
megoldani, azaz a negativ megoldasok nem érdekelnek? Ekkor, ha a paraméterek (a, b és ¢) szintén
N-ben vannak, akkor csak véges sok megoldéas lesz, hiszen a fenti képletben x és y ellenkezé irdnyban
valtozik k-val, tehat mindkét irdnyban valamelyik el6bb-utobb negativ lesz. Az is el6fordulhat,
hogy egyaltalan nincs megoldas. Az 0Osszes megoldast megkaphatjuk, ha az x > 0 és y > 0
egyenlGtlenségeket megoldjuk k-ra, és kivalogatjuk az egész megoldasokat.

Példaul a fenti 50x 4 22y = 160 egyenlet N {6l6tti megoldéasait Ggy szamithatjuk ki, hogy megoldjuk
az x = 320 — 11k > 0 és az y = —720 + 25k > 0 egyenl6tlenségeket: 720/25 < k < 320/11. Mivel k
egész, ezért [720/25] < k < |320/11], vagyis 29 < k < 29. Itt tehat egyetlen megoldas van: k = 29,

azaz v =1 és y = b.

5. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznalva Nagy Adam jegyzetét:
https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.


https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa
mailto:uray.janos@inf.elte.hu

