Algebrai struktarak

Diszkrét modellek alkalmazasai

rd U

1. Gyftrd

Az eddigiekben szamos olyan matematikai objektumot lattunk, amelyekkel a szamokhoz hasonléan
lehet miiveleteket végezni (pl. 6sszeadni, kivonni, szorozni): métrixok, polinomok, maradékosztalyok
stb. Ezek miiveletei kozott sok hasonlosag van (példaul mindegyiknél igaz, hogy a +b = b+ a), de
vannak kiilonbségek is (példaul szamoknal a - b = b - a, de ez méatrixokra altalaban nem igaz). Az
alabbiakban absztrakciot fogunk végrehajtani: a kiilonb6z6 matematikai objektumoknak csak a kozos
tulajdonsagaival foglalkozunk, "elfelejtve" az egyéni jellegzetességeiket. Igy barmilyen megéllapitasra
is jutunk altalanosan, az az Osszes konkrét esetre automatikusan teljesiilni fog.
1.1. Definicio (gytirt). Legyen R egy halmaz, és azon két binaris mivelet: "+" és "-". Az (R, +, ")
harmast gydrdnek nevezziik, ha a kovetkezs tulajdonsagok (gydridaziomdk) teljesiilnek:
A. additiv mivelet (+):
1. zart: Va,be R: a+ b € R;
2. asszociativ: Va,b,c€ R: (a+b)+c=a+ (b+c¢);
3. kommutativ: Va,b € R: a+b=10b+ a;
4. van nullelem: 3z € R:VYa € R: a+ z = a;
5. van additiv inverz: Ya € R: 3z € R: a+ x = z (ahol z a nullelem) (x jelolése: —a);
M. multiplikativ mivelet (-):
1. zart: Va, b€ R: a-b € R;
2. asszociativ: Va,b,c€ R: (a-b)-c=a-(b-c);
D. "." disztributiv "+"-ra:
Va,b,ce R:a-(b+c¢)=a-b+a-c N (b+c¢c)-a=b-a+c-a.
A legkézenfekvébb példa az egész szamok, azaz (Z,+,-), amelyre minden fent leirt tulajdonsag
teljestil, tehat gytrd. Az A/4-ben el6irt nullelem a nulla szam (z = 0), hiszen a + 0 = a, az A/5-beli
additiv inverz pedig a szam ellentettje (r = —a), hiszen a + (—a) = 0.
Lathato, hogy a multiplikativ miivelettsl sokkal kevesebbet varunk el, mint az additiv mtvelettdl.
Ez azért van igy, hogy minél tobbféle objektum férjen bele a gytiri fogalmaba (pl. a matrixok is, ahol
a szorzas nem kommutativ). Kés6bb majd definidlunk tovabbi algebrai strukturékat is, amelyek a
multiplikativ mivelettsl is tobbet varnak el.

"." jellel jeloltiik, ezek csak jelolések, és altaldban lehetnek

(Megjegyzés: bar a miiveleteket a "+" és a
tetszbleges miveletek, nemcsak ténylegesen Osszeadas és szorzas. Viszont itt legtébbszor mégis errdl
a két miveletrdl lesz szo, ezért gyakran — kissé pontatlanul — elhagyjuk ket a jelolésbdl, példaul
(Z,+,-) helyett csak annyit mondunk, hogy "Z egy gytri". Tovabbé, ha a miivelet szorzas, akkor

annak jelét gyakran elhagyjuk, azaz a - b helyett csak annyit irunk, hogy ab.)



Példak gytirtire:
1. Az ismert szamhalmazok tobbsége gytirt:
(a) Z
(b) @ (a racionéalis szamok halmaza),
(c) R

(d) C (a komplex szdmok halmaza)

(az egész szamok halmaza),
(a valos szamok halmaza),

a szokasos Osszeadéssal és szorzéassal. A nullelem minden esetben a 0 szam, egy szam additiv
inverze pedig az ellentettje (—a). Nem gytrd viszont a természetes szaimok halmaza (N), mert
ott nincs additiv inverz: példaul nincs olyan x természetes szam, hogy 2 + z = 0.

2. Gytirtit alkot az n x n-es méatrixok halmaza, pl. R"*" (egy rogzitett n-re), a matrixdsszeadas és
a matrixszorzas muveletekkel. A gytird nulleleme a nullmatrix, azaz amelynek minden eleme a
0 szam, pl. (§9). Egy A € R™" matrix additiv inverze a —A € R™" matrix, azaz amelynek
minden eleme az A megfelel elemének ellentettje (pl. ha A = (§ 13), akkor —4 = (2 3')),
hiszen ekkor lesz A + (—A) a nullméatrix.

3. Gytirtit alkot a polinomok halmaza, pl. R[x] is. A nullelem a nullpolinom (0 € R[z]), egy p
polinom additiv inverze pedig —p = —1-p (pl. ha p = 22 — 3, akkor —p = —22* + 3).

4. Gyfrtt alkot a maradékosztalyok halmaza is adott m € Nt modulusra: Z,, = {0,1,...,m—1}
(lasd a Modularis aritmetika c. jegyzetet). Emlékeztets: a miveletek modularisan torténnek,
azaz minden eredménynek vessziik a maradékat m szerint, példaul Zs-ben 3+4 = 2 és 3-3 = 4.
A nullelem a 0 maradékosztaly. Egy @ elem additiv inverze —a = m — a, pl. Zs-ben 0,1,2,3, 4

5. Gytrtt alkotnak a péaros szamok is: 2Z = {2k | k € Z}. Mivel 2Z C Z, és Z-r6l méar
tudjuk, hogy gytird, ezért a gytriaxiomak egy része automatikusan 6roklédik (asszociativitas,
kommutativitas, disztributivitas). A tobbit ellendrizni kell: a mtveletek zartsaga (A/1 és M/1)
teljesiil, mert péaros szdmok 0Osszege és szorzata is paros; a nullelem oroklédik, mert a 0 paros
szam; és az additiv inverz is, mert péaros szam ellentettje is paros.

Nem alkotnak viszont gytirtit a paratlan szamok, mert ott méar az Osszeadas zartsaga (A /1)
sem teljesiil: pl. 1 4+ 3 = 4, azaz két paratlan szam Osszege nem péaratlan.

6. A kovetkez6 példa azt mutatja be, hogy a gytird két mtveletének nem kell feltétleniil Gssze-
adasnak és szorzasnak lennie, lehetnek teljesen mésok is. Vegyiink egy tetszéleges H halmazt,
és annak Osszes lehetséges részhalmazat — azaz H hatvanyhalmazat, 27-t (pl. ha H = {a, b},
akkor 27 = {0, {a}, {b}, {a,b}}). Ekkor (27 A, N) gytirt, azaz H részhalmazai a szimmetrikus
differencia (A) és a metszet (N) miveletével (lasd: Diszkrét matematika I) gytriit alkotnak.
A halmazmiiveletek szabalyaibol ellenérizhetd, hogy minden gytirtiaxioma teljesiil, csak itt az
additiv mtivelet a A, a multiplikativ mivelet pedig a N. Példaul a disztributivitas (elsd fele)
fgy néz ki: VA, B,C € 2 : AN(BAC) = (ANB) A (ANC). A gytiri nulleleme az iires
halmaz, () (hiszen A A () = A), egy halmaz additiv inverze pedig 6nmaga (hiszen A A A = ().

7. A legegyszertibb gyiird az egyelemi halmaz: {a}, ahol a miveleteket az egyetlen lehetséges
modon értelmezziik: a+a = a, és a-a = a. Ekkor ({a}, +, ) gytrd, mert az dsszes gytirdaxioma
trivialis modon teljesiil (pl. kommutativitas: a +a = a + a stb.). A nullelem a halmaz egyetlen
eleme (a), annak additiv inverze pedig 6nmaga. Ezt a gytrtt nullgydrinek nevezzik (mert az

egyetlen eleme a nullelem).



1.2. Tétel (gytirtk tulajdonsagai).

1. A nullelem egyértelmid (azaz ha z; €s zy is nullelem, akkor z; = z3).

2. Az additiv inverz egyértelmi (azaz ha a-nak x1 és x4 is additiv inverze, akkor x1 = x3).

3. A nullelem additiv inverze onmaga: —z = z.

4. A nullelem a szorzdssal elnyel minden elemet: Ya € R: za=2z N az = z.
(Ezek mind kénnyen levezethetSk a gytirtiaxiomakbol. Példaul az els§ abbol adodik, hogy mivel z;
nullelem, ezért z; + 23 = 29, de mivel z3 is nullelem, ezért z; + zo = 21, tehat z; = 2z5.)
A gytird definiciojaban csak két mitivelet szerepel (Osszeadas és szorzas), de a szamoknal négy
alapmtveletet ismertink. Mi a helyzet a tobbivel? A kivonast példaul definidlni tudjuk az 6sszeadas
és az additiv inverz segitéségével:
1.3. Definicié (kivonés). Egy R gytriiben a,b € R elemekre a — b := a + (—b).
A definiciobol kévetkezik, hogy (a —b) + b =a és (a + b) — b = a, ahogy azt varnank.
(Megjegyzés: ha a gytirt additiv mtvelete nem az osszeadés, akkor ezt a miiveletet sem kivonasnak
hivjuk, hanem az adott miivelet inverzének. Példaul a fenti (27, A,N) gytirtiben a A inverze
onmaga, mert ott minden elem additiv inverze is 6nmaga. Hasonléan fogjuk az osztéast is definialni

a szorzasbol, de ehhez sziikség lesz még tovabbi fogalmakra.)

2. Integritasi tartomany

A gytird definicidja kellGen altalanos, de bizonyos esetekben sziikség van tovabbi kovetelményekre,
elsGsorban a multiplikativ miiveletre vonatkozoan (példaul az additiv mivelet A /* tulajdonsagainak
megfelelGire). Ezért bevezetiink még néhany fogalmat.
Minden gytird additiv mtivelete kommutativ, de hasznos lehet, ha a multiplikativ mtvelet is az:
2.1. Definicié (kommutativ gytrd). Egy R gytri kommutativ, ha a multiplikativ miivelete (-)
kommutativ, azaz: Va,b€ R: a-b=10b-a.
A fent felsorolt gytrtk koziil majdnem mindegyik kommutativ. A kivétel a méatrixok, példaul ha
A= (1Y Y)es B=(33), akkor AB = (4 %), de BA=(3)).
A nullelem megfeleljét is bevezethetjiik a multiplikativ mtveletre:
2.2. Definici6 (egységelem). Egy R gyiiri e € R eleme egységelem, ha Va € R: ae = a A ea = a.
Az olyan gytrit, amelyben van egységelem, egységelemes gyiirinek nevezziik.
2.3. Tétel. Az eqységelem eqgyértelmi, azaz ha ey €s ey is eqységelem, akkor eq = es.
Nézziik meg, hogy a fent felsorolt gytiriik koziil melyeknek van egységeleme:

1. A szamgytrtk (Z, Q, R, C) egységeleme az 1.
A matrixgytiri egységeleme az egységmdtriz, pl. R**-ben I = (}9).
A polinomgytiri egységeleme az 1 konstans polinom.
A Z,, egységeleme az 1 maradékosztaly.

A péros szamoknak (27) nincs egységeleme.

SEIE AR o

A (2%, A,N) gyiirt egységeleme a H halmaz, hiszen minden A € 27 (azaz A C H) halmazra
ANH=Aé HNA=A. (Itt tehat az egységelem a nullelemhez képest a masik véglet.)

7. A nullgytri egységeleme az egyetlen elem. (Megjegyzés: ez az egyetlen olyan gytrtd, ahol
az egységelem megegyezik a nullelemmel. Nagyobb gytrtikben ugyanis a nullelem elnyelési

tulajdonsaga (za = z) kizarja, hogy egyuttal egységelem is lehessen.)
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A kovetkezd fogalom a szamok korében ismeretlen, és néha kifejezetten kellemetlen lehet:
2.4. Definicié (nulloszto). Egy R gytri a € R\ {z} eleme nullosztd, ha létezik olyan b € R\ {z},
hogy ab = z vagy ba = z (ahol z a nullelem). Egy gytrid nullosztdmentes, ha nincs benne nulloszté.
Mas szoval R nullosztomentes, ha ab = z csak tgy lehet, ha a = z vagy b = z. A szdmok korében
nincsenek nullosztok, mert ha ab = 0, akkor a = 0 vagy b = 0. Ezt a tulajdonsagot az egyenletek
megoldasanal szamtalanszor hasznaltuk, hiszen ez garantalta, hogy ha pl. (z — 1)(x — 2) = 0, akkor
x =1 vagy x = 2, és mas megoldas nem lehet. A nullosztok ezt jelentGsen megnehezitenék.
Példak nullosztokra:

1. A matrixok kérében pl. (33)- (2 %) =(39), azaz (33) és (4 1) nullosztok R***-ben.

2. Zg-ban pl. 2-3 =0 (mert 2 -3 = 6), azaz 2 és 3 nullosztok Zg-ban.
2.5. Tétel (nullosztok Z,,-ben).

1. @ € Zy, akkor és csak akkor nullosztd, ha @ # 0 és Inko(a, m) # 1.

2. Ly -ben akkor és csak akkor van nulloszto, ha m dsszetett szam.
Tehat primszamokra Z, nullosztomentes.
Nagyon hasznosak lesznek az olyan gytriik, amelyekben mind a harom fenti tulajdonsag teljesiil:
2.6. Definicio (integritasi tartomény). Az R gytrit integritdsi tartomdnynak nevezziik, ha

0. legalabb két eleme van,

1. kommutativ,

2. egységelemes és

3. nullosztémentes.
Példaul integritasi tartomany a négy alapvets szamgytrtd (Z, Q, R, C), az ezeken alapul6 polinom-
gytrik (Z[z], R[z] stb.), valamint primszamokra Z,.
(A "legalabb két eleme van" feltétel azért kell, hogy kizarja a nullgytirtit, ezaltal garantalja, hogy az

egységelem ne lehessen azonos a nullelemmel, ami késébb felesleges bonyodalmakhoz vezetne.)

3. Test

Egy fontos tulajdonsidg még hatravan: az additiv inverz (—a) megfelelGje szorzésra:
3.1. Definicié (multiplikativ inverz). Egy R egységelemes gytriiben a € R multiplikativ inverze x,
ha az = e és xa = e (ahol e az egységelem). Jelolés: a*. (Néha jelz6 nélkiil inverznek is nevezik.)
Az olyan elemet, amelynek van multiplikativ inverze, invertdlhatonak nevezzik.
Példak multiplikativ inverzre:

1. 2 € Q multiplikativ inverze 1/2 € Q, mert 2-1/2 = 1. Altaldban a € Q \ {0} inverze 1/a.

2. Z-ben csak 1 és —1 invertalhato (mindkettének énmaga az inverze).

3. Az A = (}2) € R*? métrix multiplikativ inverze A" = (3’ 2 ), mert AA™' =T = (}9) és

A7'A = 1. Nem invertalhat6 viszont a B = (1 2), mert det B = 0.

4. Zpy-ben azon a € Z,, elemek invertalhatoak, melyekre Inko(a, m) = 1.
3.2. Tétel (a multiplikativ inverz tulajdonséagai).

1. A multiplikativ inverz eqyértelmd.

2. Az egységelem multiplikativ inverze énmaga: e~ ! = e.

3. A nullelem nem invertdalhato.

4. Nulloszto nem invertdalhato.



Most méar definidlhatjuk a gytird melletti méasik legfontosabb algebrai struktuarat:
3.3. Definicid (test). Az R gytriit testnek nevezziik, ha
0. legalabb két eleme van,
1. kommutativ,
2. egységelemes és
3. minden eleme invertalhato, kivéve a nullelemet.
Vegyiik észre, hogy minden test egytttal integritasi tartomany is, mert a definiciéik csak a 3-as
pontban térnek el, és invertdlhato elem nem lehet nulloszto (lasd a fenti tételt).
(Megjegyzés: a 3-as pontban azért zartuk ki a nullelemet, mert az semmilyen gytrtiben nem lehet
invertalhato, hiszen barmely elemmel szorozzuk meg, a nullelemet kapjuk vissza. Ez annak felel meg,
hogy a szamoknal nem lehet 0-val osztani.)
Az eddig ismert gytriik koziil a kovetkezdk testek:
1. Q, R és C — ezeket hivjuk szamtesteknek.
2. Z,, ahol p primszam, mert ott a 0-n kiviil minden elem invertalhato.
Nem test viszont 7Z, az egész szamok halmaza, mert ott csak az 1 és a —1 invertalhato.
Osszefoglalasképpen megadjuk a test definiciojat 6nalloan is, azaz a gytrd fogalma nélkiil, a gytrd
definiciéjahoz hasonl6 forméaban:
3.4. Definicid (test). (F,+,-) test, ha a kovetkez6 tulajdonsagok (testaziomdk) teljesiilnek:
A. additiv mivelet (+):
1. zéart: Ya,be F: a+ b€ F;
2. asszociativ: Va,b,c € F': (a+b)+c=a+ (b+¢);
3. kommutativ: Va,b € F': a+b=0b+ a;
4. van nullelem: 3z € F :¥a € F : a+ z = a;
5. van additiv inverz: Ya € F : 3z € F : a+ x = z (ahol z a nullelem);
M. multiplikativ mivelet (-):
1. zart: Va, b€ F: a-be F;
2. asszociativ: Va,b,c € F': (a-b)-c=a-(b-c);
3. kommutativ: Ya,be F': a-b=10b"a;
4. van egységelem: Je € F\{z}:Va € F: a-e = a;
5. van multiplikativ inverz: Ya € F\{z} :3x € F : a-z = e (ahol e az egységelem);
D. "." disztributiv "+4"-ra:
Va,b,ce F:a-(b+c)=a-b+a-c.
Lathato, hogy a testnél, a gytriivel ellentétben, a multiplikativ miivelettdl is pontosan ugyanannyit
varunk el, mint az additivtol. (Kivéve a nullelem invertalhatoségat, mert az lehetetlen.)
(Megjegyzés: a szorzas kommutativitdsa miatt bizonyos tulajdonsagok leegyszertisodtek, példaul a
disztributivitasnak elég csak az egyik irdnyat kimondani.)
A testekben mar definidlni tudjuk a negyedik alapmiveletet is (hasonléan a kivonashoz, lasd a
gytirtknél fent):
3.5. Definici6 (osztés). Egy F testben az a,b € F, b # z elemekre a/b := ab™'.
Példaul Q-ban ez azt jelenti, hogy 5/2 =5-2"1 =5-(1/2).
A definiciobol kovetkezik, hogy (a/b) b = a és (ab)/b = a.



4. Gytrik Sage-ben

Sage-ben a f6bb gytiriiket a kovetkezSképpen hozhatjuk létre ("gytri" = "ring", "test" = "field"):
sage: ZZ

Integer Ring

sage: QQ

Rational Field

sage: RR # RR és CC csak kozelitdleg abrazolhatd, ezért keriilenddk
Real Field with 53 bits of precision

sage: CC

Complex Field with 53 bits of precision

sage: Mat(QQ, 5) # QQ folotti 5x5-0s matrixok

Full MatrixSpace of 5 by 5 dense matrices over Rational Field
sage: ZZ["x"]

Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring

sage: Zmod(6)

Ring of integers modulo 6

A gytriik elemeit kiilonféle médokon érhetjiik el:

sage: type(12) # az egész szamok eleve ZZ-ben vannak
<class ’sage.rings.integer.Integer’>

sage: type(2/3) # a tortek pedig QQ-ban

<class ’sage.rings.rational.Rational’>

sage: type(QQ(12)) # konvertadlds masik gylriibe: ZZ -> QQ

<class ’sage.rings.rational.Rational’>

sage: 2Z(2/3) # QQ -> ZZ nem mindig mikodik

[...]

TypeError: no conversion of this rational to integer

sage: RR(2/3) # RR és CC csak kozelit8leg abrazolhatd, ezért keriilendSk

0.666666666666667

sage: Zmod(5) (13) # ZZ -> Zmod(5)

3

sage: Zmod(10).list() # ha véges, akkor felsorolhatjuk az elemeit
(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

sage: [a"2 for a in Zmod(10)]

[0, 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1]

sage: ZZ.zero() # nullelem

0

sage: ZZ.one() # egységelem
1

sage: Mat(ZZ, 3).one()

[1 0 0]

[0 1 0]

[0 0 1]



5. Gytrid folotti polinomok

Az el6z6 jegyzetben (Polinomok) foglalkoztunk polinomokkal, de feltettiik, hogy az egyiitthatok
szamok (pl. Z[z], R[z]). Most ezt altalanositani fogjuk gytirtkre.

Ebben a szakaszban legyen K tetszéleges kommutativ gytrd, és tekintsik K[z]-et, a K foldtti
polinomok halmazat, azaz olyan polinomokat, amelyben az egyiitthatok a K gytribdl valok.
Példaul vehetjiik Z4[x]-et, azaz a modulo 4 maradékosztélyok (Z, = {0,1,2,3}) f6ltti polinomokat:
sage: P4.<x> = Zmod(4) []

sage: P4

Univariate Polynomial Ring in x over Ring of integers modulo 4

sage: p = 2%x + 3; q = 3*x + 1

sage: p + q
X
sage: p * q

2%x~2 + 3%xx + 3

Azért lett p + ¢ = o, mert Zy-ben 2 +3 =1 és 3+ 1 = 0. Altalaban Z,,[r]-ben elvégezhetjiik tgy a
polinommtiveleteket, hogy el6szor kiszamitjuk az eredményt Z[x]-ben, majd vessziik az egytitthatokat
modulo m. Példaul Z[z]-ben a fenti p - ¢ = 62 + 11z + 3, ezért Zy[z]-ben p - ¢ = 2% + 3z + 3.
Visszatérve altalanos K-ra, konnyen belathato, hogy K[z] is gytrit alkot, s6t, megorokli a K
konstansgytird legtobb tulajdonsagat:

5.1. Tétel (K[z] tulajdonsagai).

1. Ha K kommutativ gyird, akkor K|x] is kommutativ gydrd.

2. Ha K egységelemes gytri, akkor K[z| is egységelemes gyir.

3. Ha K nullosztomentes gytrid, akkor K[z| is nullosztomentes gyiri.

4. Ha K integritdsi tartomdny, akkor K|x| is integritdsi tartomdny.

Azaz példaul K[x] orokli K egységelemét, és ha K-ban nem voltak nullosztok, akkor K[x] sem hoz
létre tjakat. Viszont van egy tulajdonsag, amely nem 6roklgdik:

5.2. Tétel. Az x € K[x] polinomnak nincs multiplikativ inverze.

Vagyis semmilyen K [z] polinomgytrid nem lehet test, még akkor sem, ha K test.

Tehat Z[z], Q[z], R]z] és C[z] integritasi tartomany, de egyik sem test.

Most tekintsiik at az el6z6 jegyzet (Polinomok) megallapitésait aszerint, hogy melyek miikodnek
tetszbleges K folotti polinomgytriire, és melyeknél kell tovabbi feltételeket elGirni K-ra. Az altalanos
konvencié az volt, hogy ha egy tételben vagy definicioban K[x] szerepelt (és nem konkrétabb, pl.
Rlz]), akkor az tetsz6leges K kommutativ egységelemes gytirtre igaz, ha pedig konkrétabban volt
megadva, akkor az csak specialis K-kra igaz (de nem feltétleniil csak arra, amit megadtunk). Egészen
pontosan a koévetkezdkre kell figyelni:

1. El6szor is, ha K nem lenne kommutativ, akkor mér a polinomszorzassal is probléma lenne,
hiszen pl. mar a 2z - 2z = 42? szorzasnal is felhasznaltuk, hogy z - 2 = 2 - z. Ezért kotottiik ki,
hogy K csak kommutativ gytrd lehet.

2. Ha pedig K nem egységelemes, akkor a gyoktényezsknél iitkdziink probléméba: az x — c-nek,
bar nem tiintetjiik fel, a fSegytitthatoja az egységelem (pl. 1o — ¢); ha viszont K-ban nincs

egységelem, akkor x — ¢ ¢ K|[z|. Ezért a tovabbiakban K legyen egységelemes gytr.



3. A polinommiiveletek fokszamara vonatkozo tételben (1.7. Tétel) a szorzéasra vonatkozo allitas,
azaz deg(p - q) = degp + degq csak akkor igaz, ha K nullosztomentes. Példaul Zg[z|-ben
(22 4+ 1)(3z + 1) = 5z + 1, azaz nem méasodfoki a szorzat, mert a nullosztok miatt az eredeti
fsegyiitthato elttnt: 2z - 3z = 022

4. Azt az allitast, hogy egy n-edfoku polinomnak legfeljebb n gyoke lehet (4.5. Tétel), szintén
elronthatjak a nullosztok: pl. Zg[x]-ben a p = x*+ polinomnak négy gydke is van: 0,2,3,5 € Zg
(és igy a gyoktényezds alak sem egyértelmt: p = (z — 2)(x — 3) = x(x — 5)). Ezért szerepelt a
tételben az a feltétel, hogy "K egy szamhalmaz", amit most mar altalanosithatunk tgy, hogy
"K nullosztomentes". (A tétel bizonyitasaban ezt ott hasznaltuk ki, hogy "ha p(c) = 0, akkor
valamelyik tényez6 0".) Lathato, hogy a nullosztok szamtalan kellemetlenséget okoznak, ezért
legtobbszor integritasi tartoméany folotti polinomokkal foglalkozunk.

5. De a maradékos osztashoz (5.2. Tétel) még integritasi tartomény sem elég. Példaul f = 2+ 3
és g = 2z hanyadosa ¢ = 1/2 -z, maradéka r = 3, tehat Z[z]-ben altaldban nem tudjuk
elvégezni a maradékos osztast, csak Q[z]-ben. Ehhez ugyanis sziikség van a f6egytitthatoval
valé osztésra, ami altaldban csak testben mikédik. Ezért fogalmaztuk meg a tételt R[z]-re,
de altalaban tetszéleges test f6l6tt megfogalmazhatjuk: Qlx|-re, Zs[z]-re stb. Hasonloan, az
euklideszi algoritmus (és a Bézout-lemma) is test f6lotti polinomokra miikodik.

6. A polinomok algebrai derivaltja azonban még test folott is probléméas. ElGszor is, hogyan
értelmezziik a definiciot, miszerint a,z" derivaltja na,z" !, ha a, € K, de n € N? Azaz mit
jelent egy tetszéleges gytird elemének n-szerese, ha n egész szam? (A kitevében ugyanis mindig
egész szamok vannak, barmilyen gy(riibdl is vannak az egytitthatok.) Ez még megoldhato:
na, = a, + a, + ...+ a,, ahol pontosan n tag van. Példaul Zs[z]-ben p = 2x° algebrai
derivaltja p’ = 5-22* = (2+2+ 242+ 2)z* = Ta*. (Megjegyzés: itt kiilonosen indokolt
az "algebrai" jelz6, mert Zs-ban nincs értelme analizisr6l beszélni.) Ez azonban nem vart
eredményekhez vezethet. Példaul R[x]-ben megszoktuk, hogy egy n-edfokt polinom derivaltja
n — l-edfoku, viszont ez Z,,[z]-ben nem mindig igaz: pl. a p = 2® + 22% + 22 + 1 € Zs[a]
harmadfoki polinom derivaltja csak elséfokt: p' = x + 2, ugyanis p’ méasodfoki egyiitthatoja
Zs-ban elttint: 3 -12° = (T4 1+ 1)z* = 02%. S6t, az is el6fordulhat, hogy az egész polinom
elttinik, pl. p = 2° + 2% + T € Zs[z] derivaltja p’ = 0. Ez azért baj, mert igy nem miikodik
a p /Inko(p, p') modszer a tobbszoros gyokok kisztrésére (lasd a Polinomok jegyzetet) — pedig

lenne mit kisziirni: p = 2° + 2* + 1 = (z — 1)°, azaz van egy hatszoros gydke, c = 1.

6. Oszthatosag gytritikben

A kordbbiakban megismertiik az oszthatosag fogalmat egész szémokra és polinomokra. Most ezt
altalanositjuk gytrtkre, egészen pontosan integritasi tartomanyokra. Emlékeztets: a f6bb integritési
tartoményok a Z, a polinomgytirtk (K |[z], ahol K integritasi tartomany) és barmely test.

Legyen tehat ebben a szakaszban R tetszGleges integritési tartomény.

6.1. Definicid (osztd). a € R osztdja b € R-nek, ha 3c € R : b = ac. Jelolés: a | b.

A definici6 pontosan ugyanaz, mint egész szamokra (pl. 2 | 6) és polinomokra (pl. z + 1 | 2% + ).
Testben a fogalom trivilis, mert minden elem oszthat6 minden nemnull elemmel (hiszen ¢ := b/a),
pl. Q-ban 5 oszthato 2-vel, mert 5 =2 - (5/2).



Az oszthatosag altaldnos targyalasahoz sziikségiink lesz a kovetkezs két fogalomra:

6.2. Definici6 (egység). u € R egység, ha osztoja az egységelemnek: u | e, ahol e az egységelem.
Ne keverjiik Ossze az eqység és az egységelem fogalmét: egységelembdl csak egy van, egységbdl viszont
tobb is lehet. Példaul:

1. Z-ben két egység van: 1 és —1 (az 1 osztoi).

2. R[z]-ben minden nulladfoku polinom (azaz nemnulla konstans polinom) egység.

3. Altalaban K [z]-ben az egységek a K egységei (mint konstans polinomok), pl. Z[z]-ben 1 és —1.

4. Testben minden elem egység, kivéve a nullelemet.

Megjegyzés: az egységek pontosan az invertalhatd elemek.
6.3. Definicid (asszocialt). a € R és b € R asszocidltak, ha egymés osztoi: a | b és b | a.
Példaul:

1. Z-ben az asszocidltak az azonos abszolit értékd szamok, pl. 5 és —5;

2. R[z]-ben az asszocialtak az egymés nemnulla konstansszorosai, pl. = — 1, 22 — 2, —z + 1,
—x/2 4 1/2 stb. mind asszocialtak.

3. Testben barmely két elem asszocialt, kivéve a nullelemet.

Az asszocidltak mindig egymés egységszeresei, pl. Z-ben —5 = —1-5, R[x]-ben 2z —2 = 2(x — 1) stb.
Az asszocidltaknak az a jelentGsége, hogy oszthatosag szempontjabol pontosan ugyanugy viselkednek
(pl. 2|6 = 2| —6 stb.). Azt is mondhatnank, hogy az asszocialtak "lényegében" ugyanazok.
6.4. Definici6 (trivialis oszt6). b € R trividlis osztoi az egységek és b asszocialtjai.

Ez megfelel a Z-beli definicionak, pl. 6 trividlis oszt6i 1, —1, 6 és —6.

A primszam fogalmat a kovetkezdképpen altalanosithatjuk:

6.5. Definicio (irreducibilis elem). Egy elem irreducibilis (vagy felbonthatatlan), ha nem a nullelem,
nem egység, és csak trivialis oszt6i vannak.

(A "nem a nullelem, nem egység" annak felel meg, hogy a primszamoknal kizartuk a 0-t és az 1-et.)
Példéul:

1. Z-ben az irreducibilis elemek a primszamok és azok ellentettjei: 2,3,5,7,..., =2, -3, =5, —7,...
(A primszamokat az egyszeriiség kedvéért tgy definidltuk, hogy pozitivak legyenek, de az
altalanos esetben nem tudunk ilyen egyszertien kivalasztani egyet az asszocialtak koziil.)

2. Z[z]-ben pl. az 2* —2 polinom irreducibilis, de R[z]-ben nem az, mert 22 —2 = (z—v/2)(z4+v/2).

3. Testben nincsenek irreducibilis elemek (mert minden elem nullelem vagy egység).

Megjegyzés: az irreducibilis elemek asszocialtjai is irreducibilisek.
Polinomgytiriikben vizsgaljuk meg alaposabban is az irreducibilis polinomokat:

1. Test f6l6tt minden els6foki polinom irreducibilis, hiszen p = ax + b oszt6i csak konstans és
elséfokt polinomok lehetnek, az elbbiek egységek, az utébbiak pedig p asszocialtjai.

2. Magasabbfoku irreducibilis polinomnak nincs gyoke (az adott K alapgytrtiben), mert ha lenne,
akkor kiemelhetnénk bel6le egy gyoktényezét, és akkor nem lenne irreducibilis.

3. C[z]-ben csak az els6fokt polinomok irreducibilisek, mert az algebra alaptétele miatt (lasd a
Polinomok c. jegyzetet) minden nemkonstans polinomnak van gyoke.

4. Rlx]-ben csak els6- és masodfoku polinomok lehetnek irreducibilisek (pl. 2z + 3 és 2% + 1
irreducibilisek R fol6tt).

5. Zlz]-ben és Q[z]-ben viszont az irreducibilis polinomok fokszama tetszdlegesen nagy lehet, pl.

minden z" — 2 polinom irreducibilis.



Az egész szamok korében a szdmelmélet alaptétele (lasd: Osztok, primszamok) garantalta, hogy a
primtényezds felbontas egyértelmd. Ha ezt megprobaljuk altalanositani integritasi tartomanyokra,
az nem mindegyikben fog miikddni, ezért kiilon kiemeljiik azokat, amelyekben igen:

6.6. Definici6 (Gauss-gytirt). Az R integritasi tartomanyt Gauss-gyirdnek nevezziik, ha a nullelem
és az egységek kivételével minden elem egyértelmtien felirhato irreducibilis elemek szorzataként, ahol
az egyértelmiséget sorrendtdl és asszocialtsdgtol eltekintve értjiik. A Gauss-gytird angol neve: unique
factorization domain (UFD).

A Gauss-gytrd tehat az, amelyben az elemeket egyértelmten lehet faktorizalni. Az "asszocialtsagtol
eltekintve" azt jelenti, hogy pl. a 6 =2 -3 = (—2) - (—3) felbontasokat nem tekintjiik kiilonboézének,
mert az egyetlen eltérés az, hogy 2 és 3 helyett azok asszocialtjai, —2 és —3 szerepelnek. (A
szamelmélet alaptételénél ezt a kitételt megusztuk, mert azt csak pozitiv szamokra mondtuk ki.)
Példak:

1. Z a szamelmélet alaptétele miatt Gauss-gytird. Példaul —10 € Z-t tobbféleképpen is fel lehet
bontani: —10 = (=2) -5 =2-(=5) =5-(—2) = (—=5) - 2, de ezek mind csak sorrendben és
asszocialtsagban (azaz elGjelban) térnek el egyméastol.

2. Minden test trividlisan Gauss-gytri (mert minden eleme nullelem vagy egység).

3. Ha K Gauss-gytird, akkor Klx] is Gauss-gytrd, azaz Z[x], R[z], Zs[z] stb. mind Gauss-gytir.
Példaul R[z]-ben 2> — 1 = (z+1)(x — 1) = (22 +2)(z/2 — 1/2) = (=32 +3)(—x/3 — 1/3) stb.,
de ezek csak sorrendben és asszocidltsagban (azaz konstans szorzoban) térnek el egyméastol.

Sage-ben az egész szamokra megismert factor() fiiggvény tetszéleges Gauss-gytrtre miikodik, a
kovetkezd kiegészitéssel: az irreducibilis tényezéket ugy vélasztja meg (az asszocialtak koziil), hogy a
lehetd legegyszertibbek legyenek (pl. Z-ben pozitivak), viszont ha igy nem jonne ki a szorzat (mert
pl. negativ szamot bontunk fel), akkor a szorzat elejére kiemel egy egységet (pl. —1). A factor()
eredménye sorozatként viselkedik (pl. egy for-ciklussal felsorolhatd), de az esetleges egység ebben
nem szerepel, hanem kiilon lekérdezhets a unit () tagfiiggvénnyel. Példaul:

sage: F = factor(-40)

sage: F

-1 *x 273 x5

sage: for (p, n) in F:
Co print(p, n)
23

51

sage: F.unit()

-1

sage: P.<x> = QQ[]

sage: F = factor(2*x~2 - 1/2)
sage: F

(2) * (x - 1/2) * (x + 1/2)
sage: [p for (p, n) in F]

[x - 1/2, x + 1/2]

sage: F.unit()

2
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Végezetiil még két ismerds fogalmat altalanositunk tetszéleges integritasi tartoményra:

6.7. Definicié (Inko). a € R és b € R legnagyobb kizis osztdja ¢ € R, ha

cla Ne|lbANVYdeR:d|a N d|b = d]c. Jeldlés: Inko(p, ¢) (angolul: ged(p, q)).

6.8. Definicid (Ikkt). a € R és b € R legkisebb kizios tobbszorise ¢ € R, ha

alc Nble ANVde R a|d N b|d = c|d. Jeldlés: Ikkt(a,b) (angolul: lem(a,b)).

Ezekkel a fogalmakkal altaldnosan, integritasi tartomanyokban két probléma van: egyrészt nem
biztos, hogy léteznek, masrészt nem egyértelmiek. Ezért bizonyos megszoritédsokat kell tenni:

6.9. Tétel. Gauss-gyiriben barmely két elemnek van legnagyobb kézos osztdja és legkisebb kizds
tobbszorose.

Tehéat Z-ben, Z|x]-ben, Rlz]-ben stb. létezik Inko és lkkt. (A tétel nem meglepd, gondoljunk csak
arra, hogy Z-ben hogyan lehet ezeket kiszamitani a faktorizacio segitségével.)

6.10. Tétel. A legnagyobb kizis oszto és a legkisebb kozos tébbszords, ha létezik, asszocidltsdgtol
eltekintve egyértelmi.

Ez azt jelenti, hogy két elemnek lehet t6bb Inko-ja, de azok mind egymaés asszociéltjai (és hasonloan az
lkkt-ra is). A polinomoknal mar lattuk, hogy ez mit jelent: az Inko-k mind egymés konstansszorosai.
Az egész szamoknal pedig csak azért volt egyértelmiiség, mert ott kikotottiik, hogy az eredménynek
N-ben kell lennie (kiilénben pl. Inko(6,4) lehetne 2 és —2 is).

7. Testb6vitések

7.1. Definicio. Az F test testbovitése a G testnek, ha G C F, és a megfelel§ miiveleteik (+ és -)
G-ben egybeesnek.

Példaul Q-nak testbévitése az R, és mindkettének testbévitése a C.

7.2. Definicio. Az F test egyszert bovitése a G testnek, ha doa € F'\ G, hogy F' a legsziikebb olyan
testb6vitése G-nek, amely tartalmazza a-t. Jeldlés: F' = G(«). Ekkor F-et az « dltal generdlt testnek
nevezziik (G folott), a-t pedig a testbdvités primitiv elemének.

Példaul C egyszertd bévitése R-nek: C = R(7), mert nincs mas olyan F' C C testbdvitése R-nek,
amely tartalmazza az i-t. A test ugyanis zart az Osszeadasra és a szorzasra, tehat ha benne van az
i, akkor tartalmaznia kell a 2i, —5i, i + 1, 2i — 3/2 stb. elemeket is, vagyis az Gsszes a + bi alaku
szamot, ahol a,b € R, ez pedig mar maga a C.

Viszont R nem egyszert bovitése Q-nak, mert nem tudunk olyan o szamot talalni, amelyre R = Q(«)
lenne. (Ennek oka a halmazok szamossagaban keresends: Q megszamlalhatoan végtelen, R viszont
kontinuum, azaz "sokkal nagyobb".)

Testbévitéssel 1j testeket is létre tudunk hozni. Példaul mi lesz Q(v/2)? (Ugye V2 ¢ Q.) Ennek a
racionalis szamokon kiviil tartalmaznia kell a \/§—t, valamint minden olyan szamot, hogy a mtiveletek
elvégezhetGek legyenek. Belathato, hogy Q(vV2) = {a + bv2 | a,b € Q}. Példaul a szorzas igy
végezhets el: (a + bv2)(c + dV2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)v/2, a multiplikativ inverz pedig gyoktele-

—b
nitéssel szamithato ki: (a 4+ bv/2)™" = — e 5zt oo V2. (Vegyiik észre, hogy Q(v/2) mennyire
a? — a’ —
hasonlit C = R(7)-re. Ez nem véletlen: az egyszerd testbGvitések hasonloan miikodnek.)

Most nézziink olyan testeket, amelyeknek véges sok elemiik van. Ilyen példaul minden Z,, ha p
primszam. FEzeket is bévithetjik a fenti moédon, példaul hozzuk létre a Zg(\/g) testet. De mit
jelent itt az, hogy v/2? Olyan értéket, amelynek a négyzete 2 € Zs. Ilyen elem Zs-ban nincs (mert
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00 =0, T =1és 2 = 1), tehat valoban bovitjiik a testet. A kapott test hasonlit Q(v/2)-hoz:

Zs(V2) = {a+bV2 | a,b € Zs}, pl. T+ 2v2 € Zs(V/2), és szamolni is hasonléan lehet benne. Igy
tehat elallitottunk egy 1j véges testet, amelynek 3% = 9 eleme van (mert a és b is 3-3-féle lehet).
Ennek a konstrukcionak az a jelent&sége, hogy igy minden véges testet megkapunk:
7.3. Tétel (a véges testek tulajdonsagai).

1. Minden véges test elemszdma p* alaki, ahol p primszdm és k > 1.

2. Minden p*-ra létezik ilyen elemszdmi véges test, és ez izomorfizmus erejéig eqyértelmd.

3. A pF-elemi véges test a Z, egyszert testbovitése (ha k > 2, kiilonben pedig izomorf vele).
7.4. Definicié. A g elembdl allo véges testet F,-val jeloljiik.
Vagyis minden primhatvany elemszémra egyértelmten létezik véges test: Fo(= Zs), Fy, Fs, Fyg, .. .,
Fs3(=Zs), Fo(= Z3(\/§)), For, ..., F5(=Zs), Fas, . ... Viszont nem létezik példaul Fg vagy Fig, mert
azok nem primhatvanyok. Fontos: ne keverjiik 6ssze az F,,-et a Z,,-mel, mert Fy # Z4, Fg # Zq stb.,
rdadasul a legtobb Z,, nem is test. Csak primszdmokra igaz, hogy I, = Z,.
(Az "izomorfizmus erejéig egyértelmd" azt jelenti, hogy két azonos elemszamu test még ha névleg
kiilonbo6z6, akkor is izomorf, azaz az egyikbdl megkaphatjuk a masikat az elemek atnevezésével.
Példaul belathato, hogy a logikai értékek (I = "igaz", H = "hamis") halmaza a "kizéar6 vagy" (@) és az
"és" (A) mivelettel, azaz ({I, H}, ®, A) testet alkot. Ez eléggé kiilonbozdének tiinik a (Zsy, +, -) testtol,
de "lényegében" mégis ugyanazok (izomorfak), mert a H — 0, I — 1 4tnevezésekkel megkapjuk az
els6bdl a mésodikat, pl. I®@I=H — 1+1=0, HAI=H — 0-1=0 stb.)
A testbdvitéshez hasznalt primitiv elemet altalaban nem explicit képlettel adjuk meg (pl. \/5), hanem
egy szabéllyal, amit teljesitenie kell (pl. hogy a? = 2), egészen pontosan egy polinommal (pl. 2% —2),
amelynek gyoke kell hogy legyen. Bebizonyithato, hogy erre barmely legalabb masodfoki irreducibilis
polinom alkalmas. Ezt hivjuk a primitiv elem minimadlpolinomjanak.
Sage-ben az F, véges testet a GF(q) fiiggvénnyel hozhatjuk létre (GF = "Galois field"):
sage: GF(4)
Finite Field in z2 of size 272
sage: GF(4).list(Q)
[0, z2, z2 + 1, 1]
sage: a = GF(4).gen() # primitiv elem (a fenti z2)
sage: a.minpoly() # minim&lpolinom

Xx"2 +x + 1

sage: a”2 + a + 1 # tényleg gyoke?
0

sage: GF(6)

[...]

ValueError: the order of a finite field must be a prime power

8. Szerzo

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznalva Nagy Adam jegyzetét:
https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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