SageMath bevezetés

Diszkrét modellek alkalmazasai

A SageMath (réviden Sage) egy komputeralgebra rendszer, amely a matematika kiillonb6z6 teriileteit
(algebra, analizis, szamelmélet stb.) fedi le. Szabad szoftver (licensz: GNU GPLv3), azaz pl. nem
korlatozza a felhasznalot a szoftver hasznalataban.

A Sage nyelve egy Python-alapi programozasi nyelv. A Sage sok més speciadlisabb matematikai
programcsomagra épiil (NumPy, SymPy, Maxima, GAP, R stb.), ezeket kozos feliilet ala rendezi,
emellett sajat funkcioival egésziti ki Gket.

A Sage honlapja: https://www.sagemath.org/

1. Sage elérése

A Sage-et alapvetGen kétféle modon tudjuk hasznalni: vagy letoltjiik és telepitjuk egy szamitégépre,
vagy csatlakozunk egy Sage szerverhez az interneten keresztiil.

A Sage-et telepiteni nem teljesen trivialis, mert egy rendkiviil komplex szoftvercsomagrol van szo.
De ha ezt egyszer megtessziik, akkor utana egyszertien és gyorsan hasznalhatjuk, megbizhatéan (pl.
nem kell hozza internetkapcsolat), és teljes mértékben kontrollalhatjuk a szamitasainkat.

Ha egy internetes Sage szervert hasznalunk, akkor megusszuk a telepitést, de szembe kell nézniink
az online szolgéltatasokra jellemzd problémakkal: folyamatos internetkapcsolat kell hozza, az adott
szervernek mindig elérhetének kell lennie, és a programjaink felett nincs hatalmunk (csak remélni
tudjuk, hogy a szerver iizemeltetGje nem modositja és nem torli a fajljainkat, és hogy nem mutatja
meg illetékteleneknek). (Ne feledjiik: ha egy internetes szolgaltatast hasznalunk, akkor valojaban

csak valaki mas szamitogépét hasznaljuk.)

1.1. Sage telepitése

Az alabbiakban attekintjitk a Sage telepitésének legegyszertibb modjait.
A t6bbi lehet&ség megtalalhato a hivatalos angol nyelvi leirdsban:
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/index.html

1.1.1. Linuxon rendszergazdaként

A Sage legkdnnyebben Linuxra telepithetd, feltéve, hogy van hozza rendszergazdai (root) jogosult-
sagunk, és olyan Linux-disztribuciot hasznalunk, amely tartalmazza a Sage-et csomagként (legtobb-
szOr sagemath néven). Ekkor a telepitéshez csak egy egyszerti parancsot kell kiadnunk, példaul:

e Ubuntu, Debian: sudo apt install sagemath

e Arch Linux: sudo pacman -S sagemath

e Fedora: sudo dnf install sagemath


https://www.sagemath.org/
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/index.html

1.1.2. Felhasznaldoként Windows-on és Linux-on

Egyébként sziikségiink van egy kész Sage csomagra. A legujabb verziokhoz (jelenleg 10.4) ilyet
nem adnak, de a valamivel régebbiekhez (pl. 9.3) igen, Windows-ra és Linux-ra is (tébbek kozott).
(Céljainknak ezek a verziok is tokéletesek megfelelnek.) Ezeket megtalalhatjuk a kovetkezs oldalon:
https://www.sagemath.org/mirrors.html

Valasszunk egy szervert az oldalon. (A mirror egy weboldal méasolatat jelenti, amely azért jott létre,
hogy enyhitse az eredeti szerver terhelését, ezaltal gyorsitsa a letoltést.) Az "Archived (Outdated)"
cim alatt valasszuk ki az operécios rendszert (pl. Windows vagy Linux), és toltsiik le a megfelels (pl.
a legijabb) csomagot.

Windows esetén:

e Toltsiik le a telepit6t (ami egy .exe fajl).

e Futtassuk, és kovessiik az utasitasait. (Megjegyzés: a dokumentéciot nem sziikséges telepiteni,
elég az alapcsomagot. Megjegyzés 2: a telepitGben jova kell hagyni a licenszt, ami értelmetlen
dolog, hiszen a Sage szabad szoftver, vagyis a licensz nem korldtozza a hasznalatat, akar
elfogadjuk, akar nem.)

e Inditsuk el az asztalon megjelens SageMath ikont.

Linux esetén:

e Vilasszuk ki a CPU architekturajat (ami valoszindleg "64bit").

e Toltsiik le a megfelels tomoritett fajlt. (Hivatalosan ezek Debianra és Ubuntura vannak, de méas
Linux-disztribaciokon is miikodhetnek, esetleg némi plusz munka arén. Az egyetemi gépeken
jelenleg Debian 11 van, amit ezzel a paranccsal ellendrizhetiink: ’cat /etc/*-release’.)

e Csomagoljuk ki a fajlt, pl. a kdvetkezd paranccesal (konzolban): 'tar -xf <fdjlnév>.tar.bz2’.
Megjegyzés: az egyetemi gépeken a sajat konyvtar (home, azaz ~/) nem elég nagy ehhez
(a csomag kb. 3GB toméritve, és 12GB kicsomagolva), mert halozati meghajton vannak,
ahol kvotak vannak. FEzért taldlnunk kell egy olyan helyet a szamitégépen, amelyhez van
jogosultsagunk (nalam /vms/ miikodott).

e Inditsuk el a sage nevi futtathato fajlt a kicsomagolt SageMath konyvtarban. Példaul:

‘cd <konyvtdrnév>/SageMath’, majd . /sage’). ElSszor eltarthat egy darabig, mire elindul.

1.2. Sage az interneten
1.2.1. SageMathCell

Egy nagyon egyszert Sage szerver talalhaté a https://sagecell.sagemath.org/ oldalon.
Csak irjuk be a Sage parancsot, futtassuk Shift+Enter-rel (vagy az Evaluate gombbal), és megjelenik
az eredmény. Elmenteni a kodot csak gy lehet, ha kimasoljuk egy szévegszerkesztGbe, és elmentjuk

a szamitogépiinkre (.sage kiterjesztéssel).

1.2.2. CoCalc

A CoCalc, https://cocalc.com/, egy sokféle funkcioval rendelkezs Gsszetett webes fejlesztéfeliilet
SageMath-hoz (és egyéb szoftverekhez).

Hasznalatahoz regisztralni kell. Az ingyenes verzioban mindenféle korlatozasok vannak.


https://www.sagemath.org/mirrors.html
https://sagecell.sagemath.org/
https://cocalc.com/

2. Python alapok

Mivel a Sage egy Python-alapi nyelv, ezért el6szor a Pythonnal kell megismerkedni.
A Python egy altalanos céli programozasi nyelv, amely gyors fejlesztést tesz lehetévé dinamikus
tipusossagaval és rugalmassagaval, azonban hatékonysig szempontjabol nem a legjobb valasztéas.

A Python honlapja: https://www.python.org/, dokumentacidja: https://docs.python.org/.

2.1. Néhany egyszerii parancs

A kommentek kettGskereszttel (#) kezdSdnek:

# Ez egy komment.

A print ) fiiggvénnyel lehet kifrni valamit:

print("Jo reggelt!")

A valtozokat nem kell deklaralni, elég értéket adni nekik:

a = 2+3%4

Az értékadas nem ir ki semmit, iigyhogy irjuk ki most:

print(a)

Amint latszik, Pythonban nem kell pontosvesszével (;) lezarni az utasitasokat (de nem is tilos). Ha
viszont egy sorba frunk tobb utasitast, akkor azokat pontosvesszével kell elvalasztani:
print(a); print(ax2)

Egy szamot tobbféleképpen is kiirhatunk:

print("a =", a)

print("a = " + str(a)) # mi toérténik str() nélkil?

print("a = %d" % a) # mint a printf() a C-ben

print(f"a = {a}")

Megjegyzés: tovabbi informaciot a help(parancs) utasitéssal lehet kérni, pl. help(print).

2.2. Tipusok

A Python egy dinamikusan tipusos nyelv, azaz a valtozok tipusat nem kell elére megadni, hanem az
értékadéasbol kideriil, és tijabb értékadéssal megvaltozhathato.
Néhéany fontosabb tipus:
e int: egész szam, pl. 123
e str: szoveg (string), azaz karaktersorozat, pl. "alma", "123" vagy "" (lires szoveg). Szovegeket
Osszeftizhetiink a plusz jellel (+), pl. s = "alma"; print(s + "fa").
e float: lebegépontos szam, pl. 3.14
e bool: logikai érték, azaz igaz (True) vagy hamis (False). Az dsszehasonlito relaciok ilyen tipust
adnak eredményiil, pl. b = 3 > 2 ugyanaz, mint b = True. (Lasd az if-utasitast késébb.)
e list: elemek listaja, pl. [3, 1, 4, 1, 5] (errdl is lesz még sz6 késébb).
Az értékek tipusat a type () fiiggvénnyel kérdezhetjiik le, példaul:
a = "alma"
print (type(a)) # <class ’str’>
print (type(12) == int) # True


https://www.python.org/
https://docs.python.org/

Az értékeket konvertélhatjuk més tipusivé, ha a tipus nevét fiiggvényként hasznéljuk, példaul:

a =12 # type(a) == int

print(a == "12") # False (egyik int, masik string)
a = str(a) # type(a) == str

print(a == "12") # True

2.3. Elagazas (if)

Pythonban az elagazési struktira teljes formajaban igy néz ki:
if a > 0:
print ("pozitiv")
elif a ==
print("nulla")
else:
print ("negativ")
Amint lathato, Pythonban a program strukturajat nem irasjelek jelzik (mint pl. C-ben { és }), hanem
a "behuzas" (indentation), azaz a sor elején 1évs szokozok vagy tabulatorok. A vezérlési szerkezetet
kettGspont (:) valasztja el a benne 1évE utasitéasoktol.
A vezérlési szerkezet tartalma addig tart, amig a sorok bejjebb kezdédnek, mint a vezérlési szerkezet
kezdete. Példaul:
if a > 2:
print ("Ez akkor fut le, ha ’a’ tobb mint 2.")
print("Ez is.")

if a <= b5:
print ("Ez akkor fut le, ha ’a’ legfeljebb 5, fiiggetleniil az el6zd if-tdl.")
if a >= 1:

print ("Ez akkor fut le, ha ’a’ 1 és 5 kozétt van,")
print("mert ez az ’if’ az eldzd if-utasitason beliil van.")
print ("Kiléptiink a belsd if-b6l, de a kiilsé még mindig aktiv,")
print("vagyis ez akkor fut le, ha a <= 5.")
print ("Ez mindig lefut.")
(Vigyazat: ne keverjiik 0ssze a tabulatorokat és a szokozoket! Nekiink ugyanugy nézhetnek ki, de a
gép szamara nem!)
Az egyszerd if-utasitést egy sorba is irhatjuk:
if a == 4: print("négy")
A feltételban tetszéleges logikai kifejezés (bool érték) allhat. Ehhez hasznalhatjuk az dsszehasonlitd
miiveleteket (<, >, <=, >= == 1=). Vigyazat: az egyenlSségvizsgalat két egyenlségjel (if a == 5),
az értékadas pedig egy (a = 2), ne keverjiik 6ket Ossze. Logikai kifejezéseket dsszekapcsolhatunk az
and, or és not logikai miiveletekkel, példaul a kovetkezd utasitasok mind ekvivalensek:
if a >= 2 and a <= 5: print ("2 és 5 koézott")
if a >= 2 and not a > 5: print("2 és 5 kozott")
if not (a < 2 or a > 5): print("2 és 5 koézott")



Ha egy valtozo eleve logikai (bool) tipust, akkor nem kell Gsszehasonlitani a True/False értékkel,
hanem kozvetleniil hasznalhaté az if-ben, példaul:

b=a>10 # b értéke True vagy False

if b: print("0K") # ez a preferalt

if b == True: print("OK") # ugyanaz, de feleslegesen hosszu

# Ezt is lehet (csak minek):

if True: print("Mindig lefut.")

if False: print("Sosem fut le.")

S6t, a Python nemcsak bool, hanem tetszéleges tipusu értéket megenged az if-ben Osszehasonlitas
nélkiil. Ilyenkor a feltétel azt jelenti, hogy az érték "nem nulla", "nem iires" stb. Példaul:

a =12 # vagy a = "abc", vagy a = [1,2]

if a: print("igaz")

if not a: print("hamis")

a=0 #vagy a="", vagy a = []

if a: print("hamis")

Az ’if a’ feltétel tehat — tipustol fliggben — annak a roviditése, hogy 'if a !'= 0’,’if a != """ ’if

len(a) !'= 0’ sthb., az 'if not a’ pedig ezek ellenkezGje (if a == 0’ sth.).

2.4. Ciklusok (for, while)

A kovetkezd ciklus kiirja a szamokat 10-t6l 19-ig:
for i in range(10, 20):

print (i)
Python-ban a tartomanyok elejét beleértjiik a felsorolasba, de a végét nem, ezért megy a ciklus csak
19-ig, pedig 20-at adtunk meg végpontnak. (Megjegyzés: ez konzisztens a listdk indexelésével, ahol,
mint latni fogjuk, egy 10-elem listat 0-t6l 9-ig tudunk indexelni.)
Ez a ciklus pedig a megadott lista elemeinek a négyzeteit irja ki (9, 1, 16 stb.):
for i in [3,1,4,1,5,9]:

print(ixi)
A for-ciklus in szava utan barmit irhatunk, ami felsorolhato, példaul listat, szoveget (ami karakterek
sorozata) vagy generatort (lasd a sorozatokat késébb). Ilyen példaul a fenti range (), amely szamok
szamtani sorozatat generalja. Példaul:
for i in range(2, 10): print(i) #23456789
for i in range(10): print(i) #0123456789
for i in range(0, 10, 2): print(i) #02468
for i in range(10, 0, -1): print(i) # 10987 6543 21
for i in range(10, 0): print(i) # nem ir ki semmit, mert 10 >= 0
A ciklusok egymasba agyazhatoak, példaul a kovetkezd program kiir egy szorzotablat 1-t6l 10-ig:
for i in range(1, 11):

for j in range(1l, 11):

print("%2d" % (i*j), end=" ") # nincs sortdrés minden szam utén

print() # de a sor végén van sortdrés



Ha a felsorolas elemei Osszetettek, akkor a ciklusvaltozoé is lehet hasonldéan Gsszetett:
for (x,y) in [(1,2),(-2,3),(5,6)]:
if x > 0:
print (f"x={x}, y={y}")
A while-ciklus addig fut, amig a feltétel igaz. Példaul a kovetkezd ciklus ekvivalens a for i in

range(10): print(i) ciklussal:

i=0
while i < 10:
print (i)
i+=1 # mds szdéval: i =1 + 1

A ciklusokban hasznalhatok a més nyelvekben megszokott break és continue utasitasok.

Megjegyzés: Pythonban nincs "héatultesztelgs" ciklus, azaz a C-ben megszokott do-while-ciklus.

2.5. Filiggvények

Pythonban a kiévetkezSképpen lehet fiiggvényt definidlni:
def osszead(a, b):
return a + b
Ezt aztan igy lehet meghivni:
print (osszead(2, 3))
Ez persze még nem egy tul érdekes fliggvény. Nézzilink valami bonyolultabbat:
def szamjegyek(n, base=10):
dig = []
while n > O:
dig.append(n % base) # maradékos osztas maradéka
n =n // base # maradékos osztas hanyadosa
dig.reverse()
return dig
print (szamjegyek(127)) # [1, 2, 7]
print (szamjegyek(127, 2)) # [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]
print (szamjegyek(n=127, base=4)) # [1, 3, 3, 3]
Megjegyzés: Pythonban egy fiiggvény (vagy egyéb vezérlési szerkezet, pl. if) torzse formailag nem
lehet {ires. Ezért ha mégis szeretnénk tiresen hagyni (mert pl. késébb fogjuk csak megirni), akkor
hasznaljuk a pass parancsot, ami nem csinal semmit:
def valami(n):
pass
valami (2) # nem csindl semmit, de nem is okoz hibat
Hasonl6an:
if 3 ==
pass
else:
print("lehetetlen")



2.6. Listak

A Python egyik legfontosabb Gsszetett tipusa a lista (1ist).
Egy listat legegyszertibben az elemei felsorolasaval adhatunk meg, szogletes zardjelek kozott, pl.:
[3,1,4,1,5] vagy [] (iires lista). Pythonban a listak lehetnek inhomogének, azaz az elemeknek
nem kell azonos tipustiaknak lennie, pl.: [1, "alma", False, [1,2,3], 123].
Listat konvertalhatunk masfajta sorozatboél a 1ist () fiiggvénnyel:
print (list(range(5))) # [0, 1, 2, 3, 4]
print(list("alma")) # ["a", "1", "m", "a"]
Listat létrehozhatunk képlettel is a for-in konstrukciéval, a matematikai halmazjeldléshez hasonlo
moédon (pl. {z° |z € {0,...,4}}):
print([i*i for i in range(5)]) # négyzetszamok 0-té6l 16-ig: [0, 1, 4, 9, 16]
print([i*i for i in range(10) if i%2 != 0]) # paratlan négyzetszamok 1-t3l 81-ig
print([2*i for i in [3,1,4,1,51]1) # [6,2,8,2,10]
print ([[i*j for i in range(1,6)] for j in range(1,6)]) # szorzdtabla listakkal
Listak elemeit szogletes zarojellel lehet lekérdezni vagy moédositani:
L = [3,1,4,1,5,9]
print(L[0]) # 3  (a Python 0-t6l indexel)
print(L[1]) # 1
print(L[4]) # 5
print(L[6]) # IndexError: list index out of range

#

#

print(L[-1]) 9 (visszafelé is lehet indexelni)

print (L[-2]) 5

L[2] =6

print (L) # [3,1,6,1,5,9]

L[10] = 10 # IndexError: list assignment index out of range

Egy lista elemeinek szamat a len() fliggvénnyel lehet lekérdezni, példéul a kovetkezd két ciklus
ekvivalens:

L = [3,1,4,1,5,9]

for elem in L: print(elem)

for i in range(len(L)): print(L[i])

Listdkhoz lehet elemeket hozzadadni vagy torolni:

L = [3,1,4,1,5]

L.append(9) # 9 beszirasa a végére

print (L) # [3,1,4,1,5,9]

L.pop(O) # utolsd elem (9) torlése

print (L) # [3,1,4,1,5]

L.pop(2) # L[2] (== 4) torlése

print (L) # [3,1,1,5]

L.insert(1, 9) # 9 beszurdsa misodik elemnek (L[1])
print (L) # [3,9,1,1,5]

(Lasd még: help(list).)



Listakat lehet Gsszeadni és szorozni:

L1 = [3,1]; L2 = [4,1]

print(L1 + L2) # [3,1,4,1]

print(3 * L1) # [3,1,3,1,3,1]

print([2] * 5) # [2,2,2,2,2]

Listakat lehet szeleteni, azaz egyszerre tobb elemet kivenni:

L = [3,1,4,1,5,9]

print(L[3:5]) # [1,5] (L[3]-tdl L[5] eldttig, azt mar nem beleértve)
print(L[3:]) # [1,5,9] (L[3]-tdl kezdve az Osszes elem)

print(L[:3]) # [3,1,4] (6sszes elem L[3] eldttig)

print(L[:]) # [3,1,4,1,5,9] (Osszes elem, azaz L masolata, lasd lent)
print(L[3::2]) # [1,9] (L[3]-t6l kezdve minden masodik elem)

print(L[::-1]) # [9,5,1,4,1,3] (az Osszes elem visszafelé)

L[-4:-1] = [2,2] # L[-4]-t81 3 elemet lecseréliink [2,2]-re

print (L) # [3,1,2,2,9]

Ha Pythonban egy listat (vagy egyéb Osszetett objektumot) értékiil adunk egy maésik valtozonak,
akkor abbol nem fog masolat késziilni, hanem az 4j valtozoé is ugyanarra az objektumra fog hivatkozni.
Ezért lehet sziikség a L[:] konstrukciora, amely tényleg lemasolja a listat. Példaul:

L1 = [3,1,4]

L2 =11 nem méasolat, hanem L1 és L2 ugyanarra a listara fog hivatkozni
L2[1] = 2 mindkettd moédosul!

print (L1) [3,2,4]

print(L2) [3,2,4]

L3[0] =1
print (L1)
print (L3)

#
#
#
#
L3 = L1[:] # ez mar tényleg masolat, vagyis két kiilén lista lesz
# csak L3 moédosul

# [3,2,4]

# [1,2,4]

2.7. Egyéb sorozatok

A listdhoz nagyon hasonlo a "rendezett n-es" (tuple), csak az létrehozéas utan mar nem modosithato.
Egyébként ugyanazt lehet vele csinalni, csak kerek zarojelekkel kell 1étrehozni:
T = (3,1,4)

print(T[-1]) # 4

print(T[1:1) # (1,4)

print(T + (1,5)) # (3,1,4,1,5)

print (2*T) # (3,1,4,3,1,4)

T[2] =6 # TypeError: ’tuple’ object does not support item assignment

A szoveg (str) is sorozat: karakterek sorozata. Idézdjelek kozott lehet megadni, tobbféleképpen is
(az els6 két sor ekvivalens):

print("I’m OK.")

print (°I\’m OK.’)



print ("""tobbsoros

szoveget

igy lehet megadni'""")

Hasonl6 mitveletei vannak, mint a listaknak, csak a tuple-hoz hasonldéan a széveg sem modosithato,

ezenkiviil vannak sajat muveletei is:

S = "almafa"

print (S[2]) # "m"

print(S[1:-1]1) # "lmaf"

print("a"*10 + "bc") # "aaaaaaaaaabc"

print(S.replace("a", "A")) # "AlmAfA" (de S nem valtozott)

print("abc,d,e,,fg".split(",")) # ["abc", "d", "e", "", "fg"]
print(",".join(["a","bc","def"])) # "a,bc,def"
A generdtor egy olyan absztrakt sorozat, amely egymas utan allitja el az elemeket, de azokat
nem tarolja el egyszerre a memoriaban (ellentétben pl. egy listaval). Ilyen generator példaul a
for-ciklusokndl megismert range(). Példaul a range(1000000) nem tarolja el a szamokat 0-tol
999999-ig, csak egyenként adagolja nekiink. (Ha valami okbdl mégis szeretnénk eltarolni, akkor
konvertaljuk listava: 1ist(range(1000000)).)
Generatort hasonléan lehet definialni, mint egy fiiggvényt, csak nem a return utasitédst hasznaljuk
(ami megszakitja a fiiggvény futasat), hanem a yield-et, ami egyenként adagolja az értékeket.
Példaul ha a range(a,b)-t szeretnénk tjrairni:
def myrange(a, b):
i=a
while 1 < b:
yield i
i+=1
Es ekkor:
for i in myrange(2, 10): print(ixi)
Mivel a generator nem tarolja el az elemeket egyszerre, ezért akar végtelen generatort is csinalhatunk:
def negyzetszamok() :

i=1

while True: # végtelen ciklus
yield ix*i
i+=1

Ezt persze csak gy hasznéalhatjuk, ha a generatort hasznald ciklus magatol megall:
for x in negyzetszamok() :

if x > 1000: break

print (x)



3. SageMath alapok

A Sage szintaktikdja majdnem teljesen megegyezik a Pythonéval. A legfébb kiilonbség, hogy a
hatvanyozas, amelyet Pythonban két csillaggal (**) frunk, pl. 2x*3 == 8, az Sage-ben kalap (*), pl.
273 == 8. (Megjegyzés: Pythonban a ~-jel a bitenkénti kizar6 vagyot (XOR) jelenti, erre Sage-ben
a kettGs ~~ jelet hasznalhatjuk.)

A Sage, ha elinditjuk, értelmezéként (interpreter) miikodik, azaz egyenként varja a parancsokat, és

rogton visszaadja az eredményt. Hasznalhatjuk egyszeri szdmologépként, példaul:

sage: 1+1
2

sage: 2710
1024

sage: factorial(33)
8683317618811886495518194401280000000
Itt a 'sage:’ felirat a prompt, azaz azutan irhatjuk be a parancsot.
Az el6z6 eredményre aldhuzasjellel (_) hivatkozhatunk, az azel6ttire pedig két alahuzasjellel (__) (ez
haromig megy: ___). Példaul:
sage: 273
8
sage: _ + 1
9
sage: (L + 1) * __
80
Osszetettebb programokat kiilén fajlba érdemes frni, és beolvasni Sage-be a load() fiiggvénnyel.
A Sage programok kiterjesztése .sage. (A fajl elkészitéséhez tetszéleges szovegszerkesztd program
hasznalhat6. Ha az nem tamogatja a Sage-et, hasznalhatjuk a Python szintaxiskiemelését is.)
Példaul ha a new.sage fajl tartalma a kovetkezs:
L =[1,2,5,10]
for n in L:
print(n, 2°n, factorial(n))
akkor azt igy tudjuk beolvasni:
sage: load("kdnyvtdrnév/new.sage")
121
242
5 32 120
10 1024 3628800
(A load()-ban az elérési utat az aktualis konyvtarhoz képest kell megadni, azaz ahonnan a Sage-et
elinditottuk. Az aktuéalis konyvtarat, ha nem tudjuk, a 'pwd’ paranccsal kérdezhetjiik le.)
A Sage-ben — ellentétben a Python-nal — kérdgjellel (?) kérhetiink informaciokat egy fiiggvényrdl,
példaul (a stgobol kilépni a q billentytivel lehet):
sage: sqrt?

sage: solve?
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3.1. Szimbolikus szamitas

A Sage alapértelmezés szerint szimbolikusan szamol. Mit jelent ez? Példaul:

sage: 2/3

2/3

Ez igy latszolag nem tul hasznos: csak visszaadta, amit beirtunk. De nem azért, mert nem tud
osztani. Probaljuk tovabb:

sage: 666/999

2/3

sage: 6/3

2

sage: 2/3 + 1/2
7/6

Vagyis kiszamolt mindent, és a legegyszertibb alakban adta vissza.

De miért nem adta a 2/3-ra azt, amit a kozonséges szamologépek szoktak adni (és amit a Python
is ad): 0.66666666666666667 Mert ez nem a 2/3 pontos értéke. A pontos érték 2/3, amit ennél
egyszertibben nem lehet kifejezni. A pontos érték tizedestort alakjaban végtelen sok 6-os szerepel,
amit semmilyen szamologép nem tud mind megjeleniteni. Ezért a kézonséges szamologépek kozelits
értékekkel szoktak szamolni. Ezt hivjuk numerikus szamitasnak, ellentétben a szimbolikus (vagy
egzakt) szamitassal, amit a Sage alapértelmezésként végez. A numerikus szamitas hatranya, hogy a
kerekitési hibadk Osszeadddhatnak, és a végeredmény akar jelent&sen eltérhet a valodi értéktol.
Tovébbi példak szimbolikus szdmitésra Sage-ben (sqrt(x) = /z):

sage: sqrt(2)

sqrt (2)

sage: sqrt(16)
4

sage: sqrt(8)
2*sqrt (2)

sage: sqrt(2)*sqrt(8)
4

sage: sin(pi/3)
1/2*sqrt(3)
sage: log(e~3)
3

De ha szeretnénk, akkor a Sage is tud numerikusan szamolni, méghozza tetszéleges pontossagig:
sage: N(sqrt(2))

1.41421356237310

sage: N(sqrt(2), digits=80)
1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379907324784621070
Akkor is numerikus lesz az eredmény, ha eleve lebegépontos szamot adunk meg:

sage: sqrt(2.)

1.41421356237310
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A szimbolikus szamitas azonban tobbet jelent a szamokkal valo egzakt szamitasnal. A Sage betiikkel
is tud szimbolikusan szamolni, példaul:

sage: (x+1)°2

(x + 1)°2

Ez megint nem csinalt semmit, de most azért nem, mert nem mondtuk meg, hogy mit szeretnénk
vele csinalni. Példaul beszorozhatjuk, vagy ellenkezbleg, szorzatté alakithatjuk a kifejezést:

sage: expand((x+1)°2)

X"2 + 2xx + 1

sage: expand((x+1/x)"8)

X"8 + 8xx76 + 28%x"4 + 56%x"2 + 56/x72 + 28/x74 + 8/x76 + 1/x78 + 70

sage: factor(x~4 - 1)

(x72 + D*(x + D*(x - 1)

Az x egy el6re definialt szimbolikus valtozé. Mas szimbolikus valtozokat is definidlhatunk a var ()
fiiggvénnyel:

sage: var("a,b")

(a, b)

sage: expand(a~2*x(a-b)~3)

a”b - 3*%a~4*b + 3*%a”~3*%b"2 - a~2*b~3

(Ha nem szeretnénk valaszt kapni, akkor irjunk pontosvessz6t az utasitas utan, pl. 'var("a,b");’.)
Fontos, hogy ne keverjiik 6ssze a szimbolikus valtozot a kozonséges (Python-féle) valtozoval: a sima
valtozonak mindig van egy konkrét értéke (pl. 5), mig a szimbolikus valtozonak az értéke maga a
szimbolum (pl. x).

sage: n =5 # n egy valtozd

sage: n~2

25

sage: type(n)

<class ’sage.rings.integer.Integer’>

sage: var("n"); # n egy szimbolikus valtozd

sage: n~2

n~2

sage: type(n)

<class ’sage.symbolic.expression.Expression’>

(Es vegyiik észre azt is, hogy Sage-ben az egész szamok tipusa (Integer) nem ugyanaz, mint
Python-ban (int). A Sage tipusair6l késébb lesz sz0.)

Szintén ne keverjiikk 6ssze a szimbolikus valtozokat a szimbolikus konstansokkal: pi, e stb., ezek

ugyanis konkrét matematikai értékeket jelentenek. De ezekkel is lehet szimbolikusan szamolni:

sage: x/4, pi/4 # eddig latszdlag nincs kiilonbség
(1/4*x, 1/4xpi)
sage: tan(x/4), tan(pi/4) # de most mar lesz

(tan(1/4xx), 1)
sage: N(e) # szimbolikus konstansoknak van numerikus értéke
2.71828182845905
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sage: N(x) # szimbolikus valtozdknak nincs
[...]

TypeError: cannot evaluate symbolic expression numerically

sage: 172

-1

sage: e~ (ixpi) + 1  # Euler-osszefiiggés
0

sage: N(golden_ratio)

1.61803398874989

sage: bool(golden_ratio == (sqrt(5) + 1)/2)
True

Ha egy beépitett szimbolikus konstanst "elrontunk", akkor a reset () fliggvénnyel lehet visszaéllitani:
sage: log(e)

1

sage: var("a,b,c,d,e"); # hoppa!

sage: log(e)

log(e)

sage: reset("e")

sage: log(e)

1

3.2. Matek a Sage-ben

A Sage-ben rendelkezésre allnak az alabbi gyakran hasznalt matematikai fliggvények:

abs (x) 2| sage: sqrt(-4)
conjugate(x) T 2x1
factorial (n) ! sage: conjugate(2 + 3%i)
o _3%I + 2
binomial (n,k) (k) sage: binomial(5, 2)
sqrt(x) Vv 10
sin(x) sin x sage: var("n"); binomial(n, 2)
cos(x) CoS T 1/2%(n - 1)*n
tan(x) tgx sage: exp(2*log(x))
log(x,a) log, x X2
log(x) Inz = log, x sage: floor(57/10)
exp (x) e’ 5
floor (x) E3 sage: ceil(57/10)
ceil(x) [z] 6

Matematikai kifejezéseken, ahogy korabban mar lattuk, a Sage kiilonféle atalakitasokat tud végezni
(pl. expand()). Egyes miiveleteket kétféle formaban is megadhatunk: 6nallo fiiggvényként, pl.
expand(...), vagy tagfliggvényként, pl. (...).expand(). (Ez egyébként igaz sok mas fiiggvényre
is, pl. 4.sqrt() == 2.)
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Lassunk még néhany atalakitast (ne feledjiik, ’_" az el6z6 eredményt jelenti):
sage: var("x,y,n");

sage: ((x+y)~2).expand()

X"2 + 2%xx¥xy + y~2

sage: _.factor()

(x + y)°2

sage: ((x°2 - y°2) / (x - y)).simplify_full()
X +y

sage: (cos(x)~2 + sin(x)~2).simplify_full()

1

sage: (factorial(n+3) / factorial(n)).simplify_full().factor()

(n + 3)*(n + 2)*(n + 1)

sage: £ = x72 + y*x + 2

sage: f.subs(x = 2)

2%y + 6

sage: f.subs(x = sqrt(x))

sqrt(x)*y + x + 2

sage: f.subs(x =y, y = x)

xky + y©2 + 2

sage: (x*y - 2*%x”2 + x - y + x"2%y).collect(x)

x"2%(y - 2) +xx(y + 1) -y

sage: _.collect(y)

-2%x72 + (x72 + x - D)*xy + x

A Sage-ben 0sszegezni a sum() fliggvénnyel lehet. Ezt kétféleképpen lehet hasznalni. Az egyszeriibb
(Python-bol 6rokolt) valtozatban egyszertien meg kell adni egy listat (vagy egyéb sorozatot):
sage: sum([10,20,30])

60

sage: sum(range(10))

45

A masik valtozat a matematikai szumméhoz (Z) hasonloan hasznalhaté. Ehhez négy paramétert
kell megadni: sum(<képlet>, <vdltozo>, <mettdl>, <meddig>). Példaul:

sage: var("n,k"); 10

sage: sum(k~2, k, 1, 10) Zk2: 1 +2°+ ...+ 10 =385
385 ’“:1

sage: sum(k, k, 1, n).factor() j{:k::ﬁl+—2—%...+—nm: n(n+1)
1/2%(n + 1)*n k=1 2
sage: # végtelenig (oo == Infinity): N L1 1

sage: sum(1/2°n, n, 0, o0o) jzjéz:zﬁl+-§-+:1%—§—+...::2
2 n=0

sage: # szorzat ("produktum"): ]%[kQ::12-22-32~...-n2::(n02

sage: product(k~2, k, 1, n)

i

1
factorial(n)~2



Egyenleteket megoldani szimbolikusan a solve() fiiggvénnyel lehet:
sage: var("x,y");

sage: solve(x™3 + 3%x72 == 2%x + 2, Xx)

[x == -sqrt(2) - 2, x == sqrt(2) - 2, x == 1]

sage: solve([x + y ==6, x -y == 4], x, y)

[[x == 5, y == 1]]

sage: solve(2xx + y~2 == 6, x)

[x == -1/2%xy~2 + 3]

sage: solve(2*x + y~2 == 6, y)

[y == -sqrt(-2*x + 6), y == sqrt(-2*x + 6)]

A valtozokra feltételeket is tdmaszthatunk az assume () fiiggvénnyel:
sage: solve(x~3 == 1, x)

[x == 1/2*%I*xsqrt(3) - 1/2, x == -1/2%I*xsqrt(3) - 1/2, x == 1]
sage: assume(x, "real")

sage: solve(x~3 == 1, x)

[x == 1]

sage: forget() # assume()-ok torlése, azaz x megint barmi lehet

sage: sqrt(x~2)

sqrt(x~2)

sage: assume(x, "real")

sage: sqrt(x~2)

abs (x)

sage: assume(x > 0)

sage: sqrt(x~2)

X

sage: forget()

sage: var("x,y");

sage: # Ha végtelen sok megoldds van, akkor azokat paraméteresen adja meg:
sage: solve(x"2 + y~2 == 5, x, y)

[[x == rl, y == sqrt(-r1~2 + 5)], [x == r2, y == -sqrt(-r2°2 + 5)]]

sage: # De az egészek kozott mar csak véges sok megoldas van:

sage: assume(x, y, "integer")

sage: solve(x"2 + y~2 == 5, x, y)

(2, -, @, 2), -1, -2), 2, 1, (-2, -1, (-2, 1, 1, -2), (-1, 2)]
Nem minden egyenletet lehet szimbolikusan megoldani. Példaul az 6todfokt egyenletnek nem létezéik
altalanos megoldoképlete, ezért nem is oldja meg a Sage:

sage: solve(x”b6 + x + 3, x) # az "== 0"-t nem kotelezd kiirni

[0 == x5 + x + 3]

Megoldhatjuk viszont numerikusan, a roots () tagfiiggvénnyel, megadva a szdmhalmazt, pl. R = RR,
C = CC (a megoldas melletti mésik szam a multiplicitas, azaz 1 = egyszeres gyok):
sage: (x°5 + x + 3).roots(x, ring=RR)

[(-1.13299756588507, 1)]
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A Sage analizisben is erds (hatarérték, differencial- és integralszamitas):

sage: var("n");

o I 2n __2
sage: 1limit(2*n/(3*n + 1), n = o00) ngga3n_%1 =3
2/3 1
. . . _ — S, ) 1 —
sage: 1limit(1/(x-1), x 1, dir=’-7) xigliE—-l oo
-Infinity
sage: diff(x~3 + sin(2*x), x) (x3+—snd21ﬂ)/=:3x2%—2cmﬂ2m)
3xx~2 + 2%cos(2*x)
. "
sage: diff(x~3 + sin(2*x), x, 2) (xs%-SHW2x)) = 6z — 4 cos(27)

6*xx - 4*sin(2xx)

sage: integral(3*x~2 + 2*xcos(2*x), x) N/X3x2—%2(xﬁ(2z))dx::;tg%—shﬂ2x)—k(7
x~3 + sin(2xx)

sage: integral(sin(x), x, 0, pi) L/Wshuydxzzg

5 0

Vektorokat a vector () fiiggvénnyel lehet létrehozni:

sage: v = vector([1,3,-2])

sage: Vv
(1, 3, -2)
sage: v[2]
-2

sage: w = vector([2,1,0])

sage: v + 2%y

(5, 5, -2)

sage: vxw

5

sage: v.norm(2) # v hossza (euklideszi normaja)
sqrt (14)

Matrixokat pedig a matrix()-szal:

sage: M = matrix([[3,1,-4], [2,5,6], [1,4,8]1)
sage: M

[ 3 1 -4]

[2 5 6]

[1 4 8]

sage: M[1]1[2] # a masodik sor harmadik eleme
6

sage: M.det() # determinans

26

sage: M.inverse()

[ 8/13 -12/13 1]

[ -5/13 14/13 -1]

[ 3/26 -11/26 1/2]
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sage: M.inverse() * M == matrix.identity(3)

True

sage: matrix([[1,-1,-1], [1,1,0], [3,0,1]]).eigenvalues() # sajatértékek

[1, 1 - 2%I, 1 + 2x%I]

Es természetesen mindez szimbolikusan is miikodik, példaul igy lehet egy altalanos 2 x 2-es métrixszal
szamolni:

sage: var("a,b,c,d");

sage: M = matrix([[a,b], [c,d]l])

sage: M

[a b]

[c d]

sage: M.det()
-bxc + axd
sage: M~2

[a~2 + b*c axb + bxd]

[a*c + c*d bxc + d~2]

sage: (M.inverse() * M).simplify_full()

[1 0]

[0 1]

sage: var("x,y");

sage: v = vector([x,y])

sage: M * v

(axx + bxy, c*x + dxy)

sage: v.norm(2)

sqrt(abs(x)~2 + abs(y)~2)

Linearis egyenletrendszert tobbféleképpen is megoldhatunk:
sage: A = matrix([[0,1,-3], [4,5,-2], [2,3,-1]11); b = vector([-5,10,7])

sage: A.solve_right(b) # A*xx == ("right": x jobbrél szoroz)
(-1, 4, 3)

sage: Ax_ ==

True

sage: A.inverse() * b  # kevésbé hatékony

(-1, 4, 3)

sage: var("x,y,z");

sage: solve([ly - 3%z == -5, 4xx + bxy - 2%z == 10, 2%x + 3xy - z == 7], x,y,2)
[[x == -1, y == 4, z == 3]]

4. Szerzd

Ezt a jegyzetet Uray M. Janos irta, részben felhasznalva Nagy Adam jegyzetét:
https://compalg.elte.gitlab-pages.hu/dimoa-web/tematika/dimoa

Hibakat, észrevételeket itt lehet jelezni: uray.janos@inf.elte.hu.
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