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Grafelmélet

Diszkrét matematika 1. feladatsor

Gyakorlatvezet6: Uray M. Janos

. Tekintsiik a kovetkezé grafot: G = (V,E,¢), V = {A,B,C,D}, E = {ey,es9,e3,e4}, ¢ =

{<€17 {A7 B}>7 (627 {B> C})7 (637 {A7 C})’ (647 {07 D})}
a) Rajzoljuk le a grafot. b) Hatdrozzuk meg a kovetkezbket: d(A),d(B),d(C),d(D).
c) Rajzoljuk le G-t.  d) Izomorf G és G?

. Rajzoljuk le az 6sszes (paronként nem izomorf)

a) 3-csucsi,  b) 4-csticsi,  ¢) 5-cstcsu

egyszerli grafot. Hany osszefliggd, illetve regularis van kozottiik?

Héany olyan legfeljebb 5-cstcsu graf van, amely izomorf a komplementerével?

. Bizonyitsuk be, hogy egy grafban a paratlan fokszamu csicsok szama mindig paros.

. Van-e olyan 9-csticst (nem feltétlentil egyszeril) graf, melyben a csticsok foka rendre:

a) 7,7,7,6,6,6,5,5,5; b)6,6,5,4,4,3,2,2,17

. Van-e olyan egyszert graf, melyben a csicsok foka rendre:

a) 1,3,3,4,5,6,6; b)6,6,6,6,3,3,2,2 ¢)3,3,3,222,1,1,1;
d) 7,7,7,6,6,6,5,5,5 ¢)2,23,56,6,6,8,8 f)6,65,4,4,3,72,2,17?

. Egy tarsasdgban kézfogasok torténnek. Bizonyitsuk be, hogy van két ember, aki ugyanannyi

emberrel fogott kezet.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy Gsszefiiggd, legalabb két cstcsbol allé grafnak kevesebb éle van,

mint csicsa, akkor van els6foku csticsa.

. a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy legfeljebb (2n + 1)-cstcsi grafban minden csiics legaldbb

n-edfoku, akkor a graf 6sszefliggo.

b) Mi a helyzet, ha csak annyit tesziink fel, hogy minden csics legaldabb (n — 1)-edfoku?

a) Hat versenyz6 kormérkozést jatszik. Bizonyitsuk be, hogy a verseny barmely idépontjiban
létezik harom-harom olyan versenyzo, akik koziil mindenki jatszott a masik kettovel, vagy
harom olyan, akik koziil semelyik ketté nem jatszott még egymassal.

b) Mi a helyzet 6t indulénél?

a) Mutassuk meg, hogy ha egy graf két csicsa kozott van séta, akkor 1t is van.
b) Mutassuk meg, hogy ha egy grifban vezet it A-bdl B-be, és B-b6l C-be, akkor vezet it
A-bél C-be is.
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Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges graf minden csicsa legalabb masodfoku, akkor a grafban

van kor.

Ha egy egyszeri véges graf nem osszefiiged, akkor mit mondhatunk a komplementerének

Osszefliggbségérol?

Rajzoljuk le az 6sszes (paronként nem izomorf)

a) 3-csticsd,  b) 4-cstcsd,  c¢) b-csicsu,  d) 6-csicsu fat.

Mely fak izomorfak a komplementertiikkel?

Létezik-e erdo a kovetkezd fokszamsorozattal: 1,1,1,2,3,3,4,4,5,67

Bizonyitsuk be, hogy egy véges grafban a cstcsok szama legfeljebb annyi, mint a komponensek

és az élek szamanak Osszege.

Legyen G egy fa a V cstcshalmazzal, legyen n := V| (n > 2), és ai := |[{v € V | d(v) = k}|.

a) Lehet n = 8 és ag = 27 Ha igen, rajzoljuk le az &sszes lehetOséget izomorfizmus erejéig.
b) Bizonyitsuk be, hogy 2a; + as > n + 2.

¢) Bizonyitsuk be, hogy 3a; + 2as + a3 > 2n + 2.

d) Bizonyitsuk be, hogy a; > _ ay, + 2.

k>2

Bizonyitsuk be, hogy egy 0sszefiiggd véges grafban barmely két leghosszabb ttnak van kozos
pontja.

Bizonyitsuk be, hogy egy véges faban minden leghosszabb Ut egy ponton megy keresztiil.

Van Euler-vonala az alabbi grafoknak?
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Ha egy grafnak paros csicsa és paratlan szamu éle van, akkor lehet benne zart Euler-vonal?

Bizonyitsuk be, hogy egy 4-regularis graf élei kiszinezhetck pirossal és kékkel gy, hogy minden

csucsra két piros és két kék él illeszkedjen.

Van Hamilton-it vagy Hamilton-kor az alabbi grafokban?
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Bizonyitsuk be, hogy ha egy paros grafban van Hamilton-kor, akkor a két cstcsosztalya azonos

elemszamu.
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Bizonyitsuk be, hogy egy 9x9-es sakktabla nem jarhaté be huszarlépéssel gy, hogy minden

mezot egyszer jarunk be, és végiil visszatériink a kiindulasi mezore.

Bizonyitsuk be, hogy egy graf, amelyben van Hamilton-kor, 6sszefiigg6 marad, ha:

a) toroljiik a graf egy élét;  b) toroljitk a graf egy csicsat.

Tegyiik fel, hogy egy grafban van k darab cstics, amelyet torolve tobb mint & komponensre esik

szét a graf. Bizonyitsuk be, hogy nincs Hamilton-kor a grafban.

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 5-re létezik olyan n-cstucsu graf, hogy:
a) a graf és a komplementere is tartalmaz Hamilton-kort;

b) sem a graf, sem a komplementere nem tartalmaz Hamilton-kort.

Bizonyitsuk be, hogy egy 100 fos tarsasag 25 alkalommal le tud tlni egy nagy kerek asztalhoz
ugy, hogy semelyik két ember nem tlhet egynél tobbszor egymés mellett.

Bizonyitsuk be, hogy egy (0-tél 6-ig szamozott) dominécsomaghdl kirakhaté kor.

Bizonyitsuk be, hogy a Petersen-grafban nincs Hamilton-kor, de barmely csticsat elhagyva a

maradékban van.



