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1 Definicidk

Oszthatdsdg: a oszthaté b-vel (jele: b | a), ha van olyan ¢ egész szam, hogy a = b - c.

Két szam, a és b legnagyobb k6z6s osztdja az a ¢ egész szdm, melyre ¢ | a és ¢ | b, de barmely d
egész szamra ha d | a és d | b, akkor d | c.

(Szavakkal: d osztdja a-nak és b-nek, azaz kozos oszto, de barmely d kozos osztéra ¢ a ,,nagyobb”,
oszthatdsagi értelemben.)

Jele: ¢ = (a,b) = Inko(a, b) = ged(a,b). Példa: ged(6,8) = 2.

Két szam, a és b legkisebb k6z6s tobbszorose az az m egész szam, melyre a | m és b | m, de
bérmely n egész szédmra ha a | n és b | n, akkor m | n.

(Szavakkal: m t6bbszorose a-nak és b-nek, azaz kozos t6bbszoros, de barmely n kozos tobbszorosre
m a , kisebb” | oszthatésagi értelemben.)

Jele: m = [a, b] = Ikkt(a, b) = lem(a, b). Példa: ged(6,8) = 24.

Néhany tulajdonsag:

e gcd(a, b) = ged(b, a),

e gcd(a, a) = a,
o gcd(a,1) =1,
e lem(a, b) = lem(b, a),
e lcm(a,a) = a,
e lcm(a, 1) = a,

e gcd(a,b) - lem(a,b) = a - b.
Két szam, a és b relativ prim, ha ged(a,b) = 1. (Megjegyzés: ekkor lem(a,b) = a - b.)
Két szém, a és b kongruens modulo m (jele: a = b (mod m)), ha m | a — b, mésképpen: a és b

ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva, harmadikféleképpen: van olyan k egész, hogy a = b+ km.

2 Euklideszi algoritmus

Két szam legnagyobb kozos osztdjanak kiszamitasa:

e irjuk egymas ald a két szamot, csokkend sorrendben;

e osszuk el egymassal maradékosan, és irjuk a maradékot alajuk;

e vegyiik az utolséd két szamot, osszuk el egymassal maradékosan, és irjuk a maradékot megint aldjuk;
e ismételjiik addig, amig 0-t nem kapunk;

e a legnagyobb kozos osztd a 0 elotti szam.



Példa ged (30, 22)-re:

30

22

8 (=30 mod 22)
6 (=22 mod 8)
2 (=8 mod 6)

0 (=6 mod 2),

azaz gcd(30,22) = 2.

3 Bovitett euklideszi algoritmus

Nemcsak a legnagyobb kozos osztét szamitjuk ki, hanem azt felirjuk a két szam egész linedris

kombindciojaként, azaz keresiink olyan u és v szamokat, hogy:
ged(a, b) = au + bv.

Ehhez kib6vitjik az euklideszi algoritmust 1igy, hogy minden sorhoz hozzairjuk az aktudlis u-t és v-t:
e az els6 szamhoz 1 és 0, mert a=a-1+b-0;

e a masodik szamhoz 0 és 1, mert b=a-0+0b- 1;

e a harmadik szamhoz, azaz a mod b-hez az el6z6 két sorbdl szamitjuk ki az egyiitthatékat: a-bol
hanyszorosat vontuk le b-nek, hogy a mod b-t kapjunk? a teljes elsé sorbdl ennyiszeresét vonjuk le
a masodik sornak;

e ezt folytatjuk minden wjabb sorban;

e a legnagyobb kozos osztd mellett megkapjuk a keresett u-t és v-t.

Példa:
30 1 0
22 0 1
8| 1 —1 (az els6 sorbdl kivontuk a mésodik sort egyszer)
6| —2 3 (a22-essorbdl kivontuk a 8-as sor kétszeresét)
2| 3 —4 (a8-assorbdl kivontuk a 6-os sort)
0

azaz gcd(30,22) =2 =30-3+ 22 (—4).

4 Linearis diofantikus egyenletek

Keressiik az

ar +by =c

egyenlet egész x és y megoldasait adott a-ra b-re és c-re. Példaul:

30z + 22y = 12.



Fontos hangstlyozni, hogy egész megoldasokat keresiink, igy az iskolai egyenletmegoldé modszerek
nem miikodnek.

Ha a diofantikus egyenlet jobb oldalén a legnagyobb kézos oszté van, azaz ¢ = ged(a,b), akkor a
bévitett euklideszi algoritmus koézvetleniil ad egy megolddst. Ha ¢ # ged(a,b), de ged(a,b) | c,
akkor végrehajtjuk a bovitett euklideszi algoritmust, elééllitjuk ged(a,b)-t linedris kombindciéként
(au + bv = ged(a, b)), és megszorozzuk az egyenletet annyival, hogy a jobb oldalon ¢ legyen (azaz

¢/ ged(a, b)-vel), igy kapunk egy megoldést, azaz:

c
To=U" ——

ged(a, b)
c

Yo =0 m-
Tekintsiik a fenti példaegyenletet. A bovitett euklideszi megadja, hogy
30-3422-(—4)=2
(lasd fent). Ezt megszorozva 6-tal megkapjuk, hogy
30-18+22-(—24) = 12,

ami egy megoldasa az egyenletnek: xq = 18 és yo = —24.
Az 6sszes megoldast ugy kapjuk meg, hogy z¢-hoz hozzdadunk, yy-bdl pedig levonunk valamennyit

ugy, hogy az egyenletben pont kiejtsék egymast. Konkrétan:

— mo+ ———k
T ged(a,b)

o _a
y= ged(a, b)

(ahol k tetszéleges egész szam). Miért? Szamoljuk ki:

b a
by = 0 i an(ge— — k) = b
oy a(x0+gcd(a7b) >+ <y0 ged(a, b) ) 0+ DHlo;

ami, mivel xg és yo megoldés, egyenld c-vel, tehét a bal oldalon allé x és y is megoldas.

Folytatva a fenti példat:

22
T =18+ k= 18+ 11k,
30

y=—24— Tk =—24-15k,
azaz a kezd6 (18, —24) mellett példaul megoldas a (29, —39) (ha k = 1), a (40, —54) (ha k = 2), vagy
a (7,—9) (ha k = —1) is.
Mi a helyzet akkor, ha ged(a, b) 1 ¢? Ekkor a linedris diofantikus egyenletnek nincs megoldédsa. Miért?
Mert az egyenlet bal oldalan a is és b is oszthaté ged(a, b)-vel (definicid szerint), tehdt az egész bal

oldal is oszthaté vele, de akkor a jobb oldalnak is oszthaténak kell lennie ged(a, b)-vel.



5 Linearis kongruencia

Keressiik az

ar =b (mod m)

egyenlet megoldasat z-re adott a és b esetén. Emlékezziink a kongruencia definicidjara: ez azt jelenti,
hogy keresiink egy olyan z egész szamot, amelyre a - x ugyanolyan maradékot ad m-mel osztva, mint
b. Példaul:

7r =3 (mod 10),

ami azt jelenti, hogy 7-nek mely tobbszorosei végzodnek 3-ra tizes szamrendszerben.

Vegyiik észre, hogy a megoldas m-enként ismétlodik, hiszen a példaban is ha 9 megoldas, akkor
19,29, ... is megoldésok, azaz elég 0-tél m — 1-ig keresni (a példdban 0-tdl 9-ig).

A legegyszeriibb megoldds nyilvan a kimerité keresés (brute force): 0-t6l m — 1-ig minden z-re
megvizsgaljuk, hogy igaz-e az egyenlet. Ez azonban nagy m-ekre kivitelezhetetlen. Ilyenkor visszavezetjiik

a megoldast linearis diofantikus egyenletre. A kongruencia definicidja alapjan atirva:

ar =b (mod m)
m|b—ax
my =0b—ax

axr +my = b,

ami egy linedris kongruencia, amit a fenti médon tudunk megoldani (és itt csak z érdekel benniinket,
igy a bovitett euklideszi algoritmusban is elég csak az x-es oszlopot szdmolni).
A példaegyenletiink ekvivalens a

Tr+ 10y =3

linearis diofantikus egyenlettel, amelynek a megolddsa a fenti mddszerrel (csak x-et nézve) valéban:

r =9+ 10%.

6 Feladatok (papiron)

1. Szamitsuk ki 25 és 32 legnagyobb koz0s osztdjat, és irjuk fel a két szam linearis kombinaciojaként.

2. Oldjuk meg a 25z + 32y = 3 egyenletet az egész szamok korében. (Vagyis: irjuk fel az Gsszes
megoldést.)

3. Oldjuk meg a 252 = 3 (mod 32) kongruencidt.



