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A doktori értekezés algebrai szamokkal kapcsolatos kiilonféle algoritmusokrol, vala-
mint ezekhez kapcsolodd elméleti kérdésekrdl szol. Algebrai szdmnak nevezziik az olyan
szamot, amely egy egész egyiitthatos polinom gydke, peldaul a v/2 az 22 — 2 gyoke.

A vizsgalt algoritmusok fontos jellemzéje, hogy nem numerikusan, azaz kozelitésekkel,
hanem egzaktul szamolnak. A /2 algebrai szam igy sosem 1,4142, hanem mindig
pontosan a /2 matematikai objektum. Ezzel elkeriiljiik a numerikus szamolasok jellemzd
problémajat, a kerekitési hibakat, viszont cserébe mésfajta problémak jonnek els: az
egzakt algoritmusok altalaban lassabbak, mint a numerikus megfelel&jiik, és el6fordulhat,
hogy az egzakt abrazolashoz hasznalt egész szamok (egyiitthatok) menet kozben tul
gyorsan, akir exponencidlis mértékben novekednek. Ezt hivjuk egyiitthatorobbandsnak.
Ennek elkeriilése és a futési id6 kordédban tartésa (polinomialis id6 garantélésa) fontos

szempont az egzakt algoritmusok tervezése soran.

1. Tézis: Miiveletek hatékonysaga algebrai szamtestekben. Kielemezziik
algebrai szdmtestekben a fontosabb mduveletek hatékonysdgdt egzakt szamolds esetén:
mequizsgdlyuk, hogy az dbrdzoldshoz sziikséges egyiitthatok mennyire novekedhetnek a
muveletvégzés sordn, valamint kiszdamitjuk a miveletek futdsi idejét, figyelembe véve az

egytitthatonovekedést is.

Algebrai szamokrol és a kapcsolodo algoritmusokrol a szakirodalomban rengeteg leiras
talalhato (pl. [6, 7]), ezek hatékonysagarol azonban mar kevesebb sz6 esik. Ennek
preciz elemzése nem konnyd feladat, ha az egyilitthatonovekedésre is figyeliink. Van
err6l néhany korabbi eredmény, pl. [8], de ezek nem kell6en altalanosak. Ezekbdl egy-
két eredményt és otletet hasznalunk, de egyébként — legjobb tudomasunk szerint — a
dolgozatban leirtakhoz hasonld altalanos eredményeket mésok még nem szédmoltak ki, és
egyes specialis miiveleteket még egyaltalan nem vizsgaltak.

Algebrai szamokat hatékonyan lehet adbrazolni algebrai szdmtestben: rogzitiink egy
0 algebrai szamot, és az abbdl alapmtveletekkel kifejezhets algebrai szamok korében
dolgozunk. Ezek mindig kifejezheték ag + a10 + a20? + ... + ap,—10™ ' alakban, ahol
a;-k racionélis szamok, és m a 6 fokszama. A dolgozatban feltételezziik, hogy elére
felszoroztunk a racionalis egyiitthatok nevezdivel, igy az egylitthatok egész szamok.

Bevezetjiik az s(a) jelolést az o algebrai szam egész egyiitthatoinak maximaélis

hosszara, azaz a fenti jeloléssel s(a) := log max; |a;|. Ekkor kénnyen lathato, hogy példaul



s(a+ ) < max(s(a),s(8))+log2. Kevésbé trivialis, de megmutatjuk példaul azt is, hogy
s(aB) < s(a) +s(B) + C, ahol C' az algebrai szamtesttdl fiigg (a dolgozatban konkrétan
megadjuk). Ehhez hasonl6 eredményeket adunk mind a négy alapmiiveletre, valamint
kiszamitjuk azt is, hogy || mekkora lehet legalabb és legfeljebb az s(a) fliggvényében.

Megvizsgéaljuk tovabba az algebrai szamtestbeli miiveletek futasi idejét is. Az
altalanossag kedvéért bevezetjik a kovetkezs jelolést: két legfeljebb A-bites egész szam
Osszeszorzasahoz sziikséges gépi aritmetikai miveletek szaméat jeloljik Mul(A)-val. A
hagyomanyos szorzas esetén Mul(A) = O(A?), de nagy egész szdmokra hatékonyabb
pl. a Schénhage—Strassen-szorzéas, amelyre Mul(A) = O(A log A loglog A). Minden
eredményiinket ezen Mul(-) fiiggvény segitségével irjuk fel. Példaul konnyen lathato, hogy
egy « algebrai szam és egy B-bites egész szam Osszeszorzasa legfeljebb m Mul(s(a), B)
ideig tart. Ezenkiviil kiszamitjuk az algebrai szamok Osszeadésénak, kivonasanak,
szorzasanak és osztasdnak futasi idejét.

A dolgozatban ennél tovabb megyiink, és megvizsgalunk néhany kifejezetten valos
algebrai szamokra vonatkozé mitveletet is. Az egyik ilyen az 6sszehasonlitas (pl. o < f3).
A legtobb esetben ez természetesen konnyen eldonthetd kozelitéssel, de ha a két szam
nagyon kozel van egyméshoz, akkor akar a szamitogép legpontosabb lebegépontos szam-
tipusa sem tudja érzékelni a kiilonbséget. A dolgozatban megvizsgalunk egy lehetséges
modszert a kérdés egzakt eldontésére, és kiszamitjuk a futasi idejét a legrosszabb esetben.
Ehhez hasonléan megvizsgalunk egy masik miveletet is, az egészre kerekitést. Ezeket a

miiveleteket hasznaljuk a kovetkezd pontban.

2. Tézis: LLL-algoritmus algebrai szamtestben. A rdcsredukcios LLL-algoritmust
algebrar szamtestekre alkalmazzuk, és bebizonyitjuk, hogy egzakt szdmolds esetén is
polinomidlis a futdsi ideje.

Az LLL-algoritmus egy racsredukcios algoritmus, amely egy racs egy bazisat ugyanan-
nak a racsnak egy redukalt bazisava alakitja. Az algoritmust Lenstra, Lenstra és Lovész
irtak meg [9]-ben, és kielemezték a hatékonysagat egeész vektorokra (Z"-ben). Azota
tobben vizsgaltadk R™-ben is (numerikusan). Mi ehelyett azzal foglalkozunk, hogy mi
torténik, ha valos algebrai szamtestben szamolunk egzaktul.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mi értelme van az LLL-algoritmust egzaktul szamolni,

hiszen a legtobb alkalmazésban nincs sziikség az egzakt eredményre, csak egy ,eléggé



redukalt” bazisra vagy egy elég rovid vektorra, és a numerikus szamolas sokkal gyorsabb.
Azért foglalkozunk ezzel mégis, mert egyrészt elméleti szempontbdl érdekes kérdés,
méasrészt vannak olyan alkalmazésok is, ahol kifejezetten az egzakt eredményre van
sziikség, példaul [10]-ben.

Az algoritmus egy nagy while-ciklusban modositja lépésenként a bemeneti vektorokat.
Réanézésre mar az sem trivialis kérdés, hogy a ciklus hany lépést tesz meg, vagy hogy
egyaltalan megall-e valaha. A [9] szerz6i bebizonyitottak, hogy az algoritmus véges
lépésben terminal, és Z"-re kiszamitottak egy korlatot a futéasi idére. A dolgozatban
ezt altalanositjuk algebrai egészekre. Ez egyaltalan nem konnyi feladat, mert [9] sokszor
kihasznélja Z-nek azt a tulajdonsagat, hogy egy pozitiv szam biztosan legalabb 1, ami
algebrai egészekre nem teljesiil, s6t, azok tetszélegesen kozel lehetnek a 0-hoz.

A dolgozatban elemezziik az LLL-algoritmust algebrai szamtestekben, és kiszamitjuk
a futasi idejét. Ezt harom 0Osszetevébdl rakjuk Ossze: adunk egy becslést a while-
ciklus lépéseinek szamara (Z"-nél altalanosabban), kiszamitunk egy korlatot a valtozok
menet kozbeni méretére a fentiekben bevezetett s(-) fliggvény segitségével, valamint
az egyes miuveletek alapos elemzésével megbecsiiljiik egy while-iteracié futasi idejét.
Ebbdl a hdrom Gsszetevébdl megkapjuk a teljes algoritmus futasi idejét. Mindekozben
tamaszkodunk az el6z6 pontban felvazolt eredményekre az algebrai szamtest mitiveleteire

vonatkozoan, és az eredményeket az ott bevezetett altalanos Mul(-) jeloléssel fejezziik ki.

3. Tézis: Expanziv polinomok leirasa determinansokkal. Adunk egy egzakt és
hatékony mddszert annak eldontésére, hogy eqy egész egyiitthatds polinom expanziv-e.
Az algoritmus garantdltan polinomidlis futdsi idejd, figyelembe véve az eqyiitthatok

novekedését is.

Olyan algebrai szdmokat vizsgalunk, amelyek 1-nél nagyobb abszolut értékiiek, és a
definialé polinomjuk (amelynek gyoke) dsszes tobbi gyoke is ilyen. A komplex szamsikon
abrazolva ez azt jelenti, hogy az Osszes gyok az egységkoron kivil van. Az ilyen
polinomokat expanziv polinomoknak nevezzik.

A kérdés az, hogy egy egész egylitthatos polinomrol hogyan donthetjiik el, hogy
expanziv-e (anélkiil, hogy ki kelljen szamitani a gyokeit). FErre a szakirodalomban
vannak modszerek, példaul a Schur-Cohn-teszt [11], amely a komplex gyokkeresésre

hasznalt Lehmer—Schur-algoritmus kulcsfontossagii komponense. A Schur—Cohn-teszt



general a polinombdl egy csokkend fokszamu polinomsorozatot egy egyszert szabéllyal,
és mindegyikre megvizsgal egy egyszerd feltételt, nevezetesen hogy a konstans tagjuk
nagyobb abszolat értékii-e, mint a fGegyiitthatojuk. Az eredeti polinom pontosan akkor
expanziv, ha a fenti feltétel mindegyikre teljesiil. Példaul a 2z* + 23 — 1422 — 42 + 24

polinombdl a kovetkezd sorozatot generalja:
2zt 4+ 23 — 142% — 4z + 24,
322" — 308z% — 98z + 572,
—1730402% — 462002 + 326160,
—23063040000z + 76437504000,
5310788203708416000000.

A teszt lathatoan teljesiil, tehat a polinom expanziv.

A példabol lathaté még valami: a Schur-Cohn-teszt egyiitthatérobbanast okozhat.
A rekurziv szabély, amit alkalmaz, minden lépésben megduplazhatja az egyiitthatok
hosszat, igy azok akar exponenciélis mértékben novekedhetnek. Az algoritmust altalaban
lebegépontosan szoktak szdmolni, és akkor ez nem jelent problémét, de akkor a nagy
szamok utolso szamjegyei elveszhetnek, ezért nem garantalt a pontos eredmény.

A dolgozatban bevezetiink egy 1j egzakt modszert az expanzivitas eldontésére, amely
elkeriili az egytitthatérobbanést. Ehhez specialis struktiraji determinansokat definialunk
a polinom egyiitthat6ibol egy egyszert szaballyal. Példaul egy negyedfokii polinomra,

f(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e-re a kovetkezs determinénsokat definialjuk:

e—c d—b c—a
e—b d—a
‘e—a’ -b e—a d
—a e
—a e
e+c d+b c+a
e+b d+a
‘e—i—a‘ b e+a d
a e
a e

A modszeriink szerint a polinom akkor és csak akkor expanziv, ha minden ilyen
determinans pozitiv (és még bizonyos trivialis feltételek teljesiilnek). A korabbi példat
folytatva, ha f(z) = 22+ 2® — 142% — 42 + 24, akkor a fenti determinansok értéke rendre
22, 540, 19200, 26, 604, 6960, és mivel ez mind pozitiv, ezért a polinom expanziv. Lathato,

hogy ezek a szamok sokkal kisebbek, mint amik a Schur—Cohn-teszt soran jonnek el6.



A dolgozatban precizen bebizonyitjuk a médszeriink helyességét altaldnosan, részben
felhasznalva a Schur-Cohn-tesztet. FEzenkiviil kiszamitjuk a futasi idejét, amely a

legrosszabb esetben is garantaltan polinomiélis.

4. Tézis: Alsé korlat az expanzivitasi hézagra. Meguizsgdljuk, hogy eqy egész
eqylitthatos expanziv polinom gyokei mennyire lehetnek kézel az eqységkorhoz, €s erre

kiilonféle also korldtokat bizonyitunk a fokszdm és az eqyiitthatok méretének fligguényében.

Egy expanziv polinom expanzivitdsi hézagja a legkisebb gyok egységkortsl vald
tavolsaga. Azt a kérdést vizsgaljuk, hogy ez mennyire lehet kicsi, ha az egyiitthatok
egészek.

Ha nem mondunk tovabbi feltételt, akkor persze tetszdlegesen kicsi lehet, példaul az
Az — (A+1) linearis polinom expanzivitasi hézagja 1/A. Ezért a kérdést tgy fogalmazzuk
meg, hogy rogzitett fokszam mellett, az egyilitthatok méretét korlatozva milyen kicsi lehet
az expanzivitasi hézag.

A dolgozatban erre tobbféle valaszt is adunk, attol fiiggden, hogy hogyan mérjik az
egyiitthatok méretét. Korlatozhatjuk a polinom magassdgat, azaz a legnagyobb abszolut
értéki egyiitthatot, vagy a polinom hosszusdgat, azaz az egylitthatok abszolut értékének
Osszegét, vagy kivalaszthatunk egy-két specidlis egyiitthatot, példaul a konstans tagot
és a fGegyiitthatot, és csak azokat korlatozzuk. Négy kiilonbozd esetet vizsgalunk, és
mindegyikben kiszamitunk egy explicit also6 korlatot az expanzivitasi hézagra a fokszam
és az egyiitthatok valasztott mérgszamanak fiiggvényében.

A szamitasokhoz tobbféle modszert hasznalunk. Az egyik ilyen a Liouville-egyenlét-
lenség, amely algebrai szdmok kozotti tavolsidg becslésére valo. Ennek a segitségével
bebizonyitjuk példaul, hogy egy n-edfoku, ay konstans tagi egész expanziv polinom
expanzivitasi hézagja nem lehet kisebb, mint 1/ (2(72L>|a0|"_1 + 1). Ezenkiviil hasznaljuk
az el6z6 pontban bemutatott determindnsokat is, amelyek segitségével tovabbi also
korlatokat vezetiink le. A korlatjainkban k6zos, hogy az egyiitthatokat méré mennyiség
(a fenti példaban |ag|) mindig az n — 1-edik hatvanyon van. Ennek az n-t6l fliggd szorzoja
azonban mindegyik esetben mas és méas (a fenti példaban a legnagyobb).

A dolgozat végén mutatunk egy alkalmazést a kiszamitott korlatokra: segitségével

megbecsiiljik az altalanositott szamrendszerek eldontési algoritmusanak futasi idejét.



5. Tézis: Alig expanziv polinomcsalad. Konstrudalunk egy olyan egész egyiitthatos
expanziv polinomcsalddot, amelyek gyokei nagyon kézel vannak az eqységkorhoz, és ezzel

megmutatjuk, hogy az eldzd pontban kiszdmitott also korlatok kozel élesek.

Az el6z6 pontban bemutatott alsé korlatoknél felmeriil, hogy ezek vajon javithatok-e
tovabb, vagy élesek. Az élességet gy lehet bizonyitani, ha mutatunk olyan polinomokat,
amelyek expanzivitési hézagja éppen a kivant nagysagrendd.

A dolgozatban definidlunk minden n fokszdmra és minden elég nagy A szamra egy-egy
polinomot, és kiszamitjuk ezek expanzivitasi hézagjanak nagysagrendjét. Azt talaljuk,
hogy ez kb. 1/2A™!, ami hasonlit az el6z6 pontban kiszamitott korlatokra, csak ott a 2
helyett nagyobb, n-t6l fliggd szorzo szerepel. Ez azt mutatja, hogy rogzitett n esetén a
korlatjaink nagysagrendje éles.

A definialt polinomok az els6 néhany n-re a kovetkez6képpen néznek ki:

n=2: (A—1a*+ (A— 1z + A4,
n=3: —2® + (A= 1)z + (A - 2)x + A,
n=4: —z* — 223 + (A —2)2* + (A — 2)z + A,
n=>5: —2° — 33" — 52 + (A —4)2* + (A - 3)x + A,
n==6: —2% —42® — 92* — 120% + (A — 9)2* + (A — 5)x + A,
n="7: —2" — 52 — 142° — 252% — 302% + (A — 21)2* + (A — 10)x + A.

A dologzatban bebizonyitjuk, hogy ezek a polinomok valoban expanzivak (elég
nagy A-ra). Ebben és az expanzivitasi hézag kiszamitasaban kulcsfontossagi szerepet

jatszanak az expanziv polinomokra megalkotott determinénsos kritériumaink.
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