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1. Bevezetés

Ebben a doktori értekezésben algebrai szamokkal kapcsolatos kiilonféle algoritmusok-
rol, valamint ezekhez kapcsolodo elméleti kérdésekrdl lesz szo. Algebrai szamnak nevezziik
az olyan szamot, amely egy egész egyiitthatos polinom gyoke. Példaul ilyen a /2, mert
az 22 — 2 polinom gyoke.

A vizsgalt algoritmusok fontos jellemzGje, hogy nem numerikusan, azaz kozelitésekkel,
hanem egzaktul (szimbolikusan) szamolnak. A /2 algebrai szam igy sosem 1,4142,
hanem mindig pontosan a /2 matematikai objektum. FEzzel elkeriiljiik a numerikus
szamolasok jellemz6 problémajat, a kerekitési hibakat, amelyek hosszu szamitas soran
osszeadodhatnak, és bizonyos esetekben akar teljesen rossz eredményhez is vezethetnek.
Az egzakt algoritmusoknak masfajta probléméik vannak: altalaban lassabbak, mint a
numerikus megfelel§jiik, és jellemz6 rajuk az egyiitthatérobbanas, ami azt jelenti, hogy
az egzakt abrazolashoz sziikséges egész szamok (egyiitthatok) menet kozben tul gyorsan,
akar exponencialis mértékben névekedhetnek, ami kihat a futasi idére is. Ennek elkeriilése
és a futési id6 kordaban tartasa (polinomialis id6 garantalasa) fontos szempont az egzakt
algoritmusok esetén, és a dolgozatban ez a kérdés tobbszor els fog keriilni.

Ez a munka nagyrészt a szerz6 sajat publikacioin alapul: |2, 3, 4, 5], ezek kozil [5]
mas szerzGkkel kozos munka. A szerzének tovabbi publikacioja [6], de annak téméja
jelentGsen eltér a tobbitsl, ezért a dolgozat koherencidjanak megérzése érdekében az

ottani eredmények nem keriiltek bele.

1.1. A dolgozat felépitése

A disszertacid két nagy témakorre bonthatd. A 2. fejezetben algebrai szamokon
végzett miveletek és algoritmusok futasi idejét vizsgaljuk. Bar algebrai szamokrol

és a kapesolodo algoritmusokrol szamos konyv és cikk szol (pl. [14, 18, 31]), ezek



hatékonysagarol mar kevesebb sz6 esik a szakirodalomban. Ennek preciz elemzése
nem konnyd feladat, mert figyelembe kell venni az emlitett egyiitthatondvekedést is.
A 2.2. szakaszban — egy-két korabbi eredményt is felhasznalva — kiszamitjuk a fontosabb
miveletek hatékonysagat algebrai szamtestekben, koztiik olyanokét is, mint a valos
algebrai szamok Osszehasonlitasa (pl. a < ) és az egészre kerekités. Ezekre tamaszkodva
megvizsgaljuk két algoritmusnak, a Bareiss-algoritmusnak (2.3. szakasz) és az LLL-
algoritmusnak (2.4. szakasz) a futési idejét, ha algebrai szamokkal végezziik. Az el6bbi
a Gauss-eliminacié modositasa, amely egész szamok esetén célzott egzakt osztasokkal
elkeriili az egyiitthatérobbanast. Az LLL-algoritmus egy racsredukciés algoritmus,
amelynek a viselkedése ismert, ha numerikusan szamolunk, vagy ha egész szamokkal
szamolunk egzaktul. Mindkét algoritmust kiterjesztjiik egzakt algebrai szdmokra, és
bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben is polinomialis a futéasi idejiik.

A 3. fejezetben specidlis algebrai szamokrol lesz szd: olyan egész egyiitthatos
polinomok gydkeirsl, melyeknek minden gyoke 1-nél nagyobb abszolut értékd (azaz
az egységkoron kiviil vannak, ha a komplex szamsikon &abrézoljuk &ket). Az ilyen
polinomokat expanziv polinomoknak nevezziik. ElGszor azzal a kérdéssel foglalkozunk,
hogy hogyan tudjuk eldénteni egy polinomroél, hogy expanziv-e (anélkiil, hogy ki kelljen
szamitani a gyokeit). FErre a szakirodalomban vannak modszerek, de azok legtobbszor
nem kifejezetten egész egyiitthatés polinomokkal foglakoznak, és nem figyelnek az
egyiitthatorobbanéasra. A 3.2. szakaszban bemutatunk egy 0j modszert az expanzivitas
eldontésére, amely bizonyos determinansokat értékel ki, és bebizonyitjuk roéla, hogy
polinomiélis id6 alatt elvégezhets. Latni fogjuk, hogy ez a modszer nemcsak az emlitett
probléméat oldja meg, hanem mas ehhez kapcsolodo elméleti kérdésekben is segitségilinkre
lesz. Ilyen példaul az, hogy egész egyilitthatés expanziv polinomok gydkei mennyire
lehetnek kozel az egységkorhoz. A 3.3. szakaszban — a determinédnsos modszeriink
segitségével — alsd korlatot szamitunk ki erre (a fokszam és az egyiitthatok méretének
fliggvényében). A 3.4. szakaszban, annak igazolasara, hogy a kiszamitott also korlatunk
elég éles, konstrualunk egy expanziv polinomcsalddot, amelyrél — szintén a determinansok
segitségével — bebizonyitjuk, hogy vannak az egységkorhoz nagyon kozeli gyokei. Végiil
mutatunk egy alkalmazast az emlitett also korlatra: segitségével meg tudjuk becsiilni egy

altalanositott szamrendszerekkel kapcsolatos algoritmus futési idejét (3.5. szakasz).



1.2. KoszoOnetnyilvanitas

Koszonet illeti
e Burcsi Pétert
— a hosszu évek kitartd kozos munkajaért,
— az értékes szakmai és nem szakmai tamogatasaért,
— a cikkek és a dolgozat megirasaban nyujtott alapos és nem elkapkodott
segitségéért,
— a kutatési témék felvetéséért,
— a konstruktiv hozzaallasaért,
— a szabad és kellemes légkor megteremtéséért,
— rugalmassagaért, tiirelméért és humoréért;
o Kovacs Attilat
— az altalanositott szamrendszerek bemutatéasaért
— és féluton a helyes irdnyba terelésért;
e a cikkek névtelen biraloit értékes javaslataikért,
— kiilon kiemelve azt, aki a Liouville-egyenl&tlenséget javasolta;
e mindazokat, akik a matematika oktatasaval j szemléletet tudtak adni,
— kiilon kiemelve Uray Laszlot és Hubert Gyorgynét;
e az Eotvos Lorand Tudoményegyetemet a szinvonalas és szabad kornyezetért,
amelyet remélhetéleg sokdig meg tud Grizni;
e valamint mindazon szabad szoftverek fejlesztsit, amelyek nélkiil ez a dolgozat nem

johetett volna létre: LaTeX, SageMath, GNU eszkozok, Linux stb.






2. Futasi id6k algebrai szamtestben

2.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben algebrai szdmokkal valé szamolésokat fogunk hatékonysagi

szempontbol elemezni. A fejezet nagyrészt a szerzé [2] publikaciojan alapul.

2.1.1. Algebrai szamok attekintése

Az aldbbiakban Osszegytijtottiik az algebrai szamokkal kapcsolatos legfontosabb
fogalmakat és &brazolasi modokat. Részletesebb és altalanosabb targyalasért lasd pl.
Cohen konyvét: [14, 4.1-4.2], valamint a szerzd kordbbi munkajat, [1]-et, amelyben
implementacio is taldlhato.

2.1.1. Definici6. Az a € C szamot algebrai szdmnak nevezziik, ha létezik olyan egész
egylitthatos f # 0 polinom, amelynek a gydke, azaz f(a) = 0.
2.1.2. Definici6. Az algebrai szamok halmazéat A-val jeloljiik.

Algebrai szamokat szamitoégépen tobbféleképpen lehet abrézolni. A legkézenfekvsbb,
ha a definiciobol indulunk ki, és az f polinomot taroljuk. T6ébb ilyen polinom is 1étezik,
ezek koziil célszerd a kovetkezGt valasztani:

2.1.3. Definici6. Egy a € A esetén azt a legalacsonyabb fokti nemnulla egész polinomot,
amelynek « gyoke, az egytitthatoinak legnagyobb kézos osztoja 1 (azaz primitiv polinom),
és a fGegytlitthatoja pozitiv, az a minimdlpolinomjdnak nevezziik.

2.1.4. Definicié. Egy a algebrai szam fokszdma a minimalpolinomjanak foka.

2.1.5. Lemma. A minimdlpolinom irreducibilis, és adott a € A esetén egyértelmi.

Mivel egy minimélpolinomnak tébb gyoke is lehet (pontosan annyi, amekkora a
fokszama), ezért a gyokok megkiilonboztetésére tovabbi adatok sziikségesek, példaul egy

intervallum.



A minimalpolinomos abréazolasban nem magatol értet6ds kérdés a miveletvégzés.
Ehhez sziikség van a rezultans fogalmara [14, 119-121. o.|:
2.1.6. Definicié. Legyen f(x) = fox™ + ...+ fiz+ fo és g(x) = g™ + ... + 12 + go
két egész egyiitthatos polinom, és legyenek f gyokei aq,ao,...,a, € C, g gyokei pedig

B1, B2y - -+, B € C (multiplicitassal szamolva). Ekkor a két polinom z szerinti rezultdnsa

resy(f, 9) == 13" 9m HH

=1 j=1
2.1.7. Lemma. A rezultans felirhato a polinomok egyiitthatdibol dsszeadds, kivonds és

a kovetkez§ szam:

szorzds seqitségével, kovekezésképp res,(f,g) € Z.
A rezultdns segitségével mitveleteket tudunk végezni algebrai szamok koézott a
minimélpolinomos abrazolasban [14, 159. o.|:
2.1.8. Tétel. Ha « eqy n-edfoki, B eqy m-edfoki algebrai szam, és minimdlpolinomjuk
f(z), il g(z), akkor
o o+ [ gyoke a h(z) =resy(f(z —y), g(y)) polinomnak,
o a— (3 gyoke a h(x) = res,(f(z +vy), g(y)) polinomnak,
o af gyoke a h(z) =res,(y"f(z/y), g(y)) polinomnak,

o o/f gyike a h(z) =res,(f(zy), g(y)) polinomnak,

és ezen h(x) polinomok fokszdma: nm.

A rezultanst kiszamithatjuk példaul a szubrezultans algoritmussal polinomialis idében
[14, 3.3.7. Alg.]. Az eredményként kapott polinom nem feltétleniil irreducibilis, ezért a
miniméalpolinom meghatéarozasahoz sziikség lehet polinomfaktorizaciora is. A fokszdmok
(faktorizacié utéan is) legrosszabb esetben Gsszeszorzodnak, igy hosszabb szamitas soran
akar exponencialisan is névekedhetnek, ezért ez az abrazolas a gyakorlatban nem alkalmas
bonyolultabb algoritmusok elvégzésére.

A maésik abréazolési lehetGség, hogy egy adott feladathoz ideiglenesen lesziikitjiik A-t,
és egy algebrai szamtestben dolgozunk:

2.1.9. Definicio. A K testet algebrai szamtestnek (roviden: szamtest) nevezziik, ha
Q C K C A, és Q feletti vektortérként véges dimenzioés. Ezt a dimenziot nevezziik K
fokszamdnak.

Egy szamtestet meg tudunk adni egyetlen algebrai szam segitségével:

2.1.10. Definicié. Egy K szamtest primitiv eleme olyan 6 € K, amelyre Q(6) = K.

2.1.11. Tétel (primitiv elem tétel). Minden K algebrai szamtestnek van primitiv eleme.
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A 0 primitiv elem segitségével minden o € K elemet egyértelmten fel tudunk irni a

kovetkezd formaban:
a=ay+al+a0®+...+a, 0™ (a; € Q), (2.1.1)
ahol m a szamtest és a primitiv elem fokszama.

Ebben az abrazoldsban az 0sszeadas, a kivonas és a racionalis szammal valo szorzés és
osztas trividlis vektormiivelet. Az altalanos szorzas és osztas, mint latni fogjuk, ennél
bonyolultabb, de még mindig sokkal gyorsabb, mint minimélpolinomos &brézoldsban
rezultansokkal.

A primitiv elemes abréazolast altalanosithatjuk gy, hogy nem egyetlen algebrai szamot
vesziink, hanem m darabot: legyen Q = {wq, wa, ..., wy} C K, amely K-ban, mint
Q feletti vektortérben bézist alkot, és akkor minden a € K egyértelmten felirhatd a

kovetkezs alakban:
O = QW] + Gawy + ...+ A (a; € Q). (2.1.2)

A primitiv elemes feliras ennek specialis esete: Q = {1,6,6%, ... 6™ 1}

2.1.2. A fejezet jelolései

Az alabbiakban rogzitjiik a 2. fejezetben hasznéalt feltevéseket és jeloléseket. Ezeket a
tovabbiakban kiilon emlités nélkiil adottnak tekintjiik.

Legyen K C C egy m-edfoku algebrai szamtest. A K-beli algebrai szamokat a 6 € K
primitiv elemmel fogjuk dbrazolni. Jel6ljiik & minimalpolinomjat f-fel:

f(@) = fma™ + fmrd™ '+ o+ izt fo (fi € D).

Feltessziik, hogy f,, = 1 (azaz 0 algebrai egész). Konnyen belathatd, hogy minden
algebrai szamtestben van ilyen primitiv elem is.

A szamtest elemeit fel tudjuk irni 6 segitségével a (2.1.1) alakban. A racionéalis
egyiitthatokkal azonban koriilményes szamolni, ezért inkabb koézos nevezére hozzuk Sket,

azaz a kovetkezé felirdst hasznéljuk:

bo —+ 619 + b202 + ...+ bm_19m4
o = d

ahol by, by,...,b,_1 és d legnagyobb kozos osztdja 1. S6t, mivel a nevezd kezelése

(b; €Z,deZ"),

az elmélet szempontjabol trividlis, és, mint latni fogjuk, szamos algoritmusnal elGre

felszorozhatunk vele, ezért a tovabbiakban gyakran elhagyjuk a nevezét, és K helyett

11



a Z[0] gyttt vizsgaljuk, amelynek § € Z[0] elemei a kovetkezs alakban frhatok fel:
B=bo+b10+b0*+ ... +b, 0" (b €T). (2.1.3)

A K testtél valo fiiggést legtobbszor két paraméterrel fogjuk kifejezni: az m
fokszammal és az alabb definidlt F' mennyiséggel, amely az f egyiitthatéinak méretét
méri. Legyen H(f) (f magassaga) és F' a kovetkezd:

H(f) = ufhx | £
F:=log(H(f)+1).

Megjegyzés: ebben a dolgozatban a logaritmusok alapszamét legtobbszor nem tiintet-
jiik fel, de mindvégig ugyanarrél a rogzitett alaprol van sz6. Gondolhatunk kettes alapu
logaritmusra, mint az abréazolashoz sziikséges bitek szaméra, de minden szamitasunk
érvényes tetszéleges rogzitett > 2 alapra, hiszen az alapszam valtoztatasa csak konstanssal
valo szorzést jelent.

A szémitasokhoz sziikségiink lesz a 0, m és F' kozotti kovetkezd két egyenlStlenségre:

2.1.12. Lemma.
log |0| < F, (2.1.4)
log(1+10] + 6] + ...+ 16|""") < mF. (2.1.5)

Bizonyitds. A Cauchy-egyenl6tlenség alapjan |0| < H(f) + 1 (lasd pl. [18, 323. o.]), ami
ekvivalens az elsg allitassal. A masodik ebbdl kovetkezik:
L4+ 10|+ 102+ 40 P <1+ (Hf)+D)+ Hf)+1D2+... +Hf)+ 1)L =

_HH )" -1
(H(f)+1)~ 1

< (H(f)+1)™

2.2. Alapveté miveletek

Ebben a szakaszban az algebrai szamtestben végzett alapveté miveletek hatékony-
sdgat vizsgaljuk. A négy alapmiiveleten kiviil megnéziink néhany kifejezetten R-beli
miveletet is, mint a kisebb-nagyobb Osszehasonlitis és az egészre kerekités. A szakaszt
két részre bontjuk: el@szor (2.2.1. szakasz) megvizsgaljuk, hogy az egyes miiveletek soran
mennyivel ndhet a szaimok mérete (az abrazolashoz sziikséges memoriat nézve), azutan

pedig (2.2.2. szakasz) a miveletek futéasi idejét szamitjuk ki.
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A témaban vannak korabbi eredmények: [8, 5. szakasz| és 9, 3. szakasz|, de [8] csak a
szorzassal foglalkozik, és azt sem a szamunkra megfelels formaban (pl. ugyanazt a korlatot
hasznalja a minimalpolinomra és az abrazolasi egyiitthatokra, pedig az el6bbi konstans, az
utobbi pedig valtozo), [9] pedig nem kellGen altalanos (pl. kizarolag gyorsszorzast vizsgal,
ami csak nagy egész szamok esetén hatékony). Egy-két eredményt és otletet hasznélni
tudunk ezekbdl a munkakbol (és ahol ezt tessziik, azt mindig feltiintetjiik), de egyébként
— legjobb tudomasunk szerint — az itt leirtakhoz hasonlé altalanos eredményeket masok
még nem szamoltak ki, a kifejezetten R-beli miiveleteket pedig algebrai szamokra még

egyaltalan nem vizsgalték.

2.2.1. Méretnovekedés a miiveletek soran

Egy a € Z[f)] algebrai szamnak, melyet a = ag+ a10 + as0* + ... + a,, 10™ " (a; € Z)

alakban irunk fel, a kovetkezé fiiggvénnyel mérjiik a méretét:

o) = J 8z fail {7 0), (2.2.1)

0 (= 0).
Ez a mennyiség — a rogzitett m fokszdmmal egyiitt — leirja az « tarolasahoz sziikséges
tarterillet méretét. Az s(-) operator egész szamokra leegyszertisodik: ha n egész, akkor
s(n) = log|n|, ha n # 0, kiilénben 0. Definialjuk tovabbéa a tobbvaltozos s(-)-et is:
s(ar, g, ..., 0p) = max}; s(q;).

Hasznélni fogjuk [9] néhany eredményét. A szerzék az Q = {wq,ws,...,wy,} béazis
szerinti kifejtést hasznéljak, ahol w; = 1. Az eredményeikben harom -t6l fiiggd konstans,
Ch, Cy és Cs szerepel. Az els6 kettSt a kovetkezd allitas segitségével vezetik be 9, (1)),
ez a mi jeloléseinkkel igy néz ki:

2.2.1. Lemma. Legyen o € Z[0], legyen az o egyiitthatévektora x = (ag, ay, . .., am-1)7,

jelolje f gyokeit 01,05, ..., 0., legyen a; == ag + a10; + ... + @107, valamint legyen
y = (a1, 0, ...,a,)%. Ekkor létezik olyan Cy,Cy > 0, hogy
& lelle <l < Colfelo
A harmadik konstanst az (w;w;); ; szorzasi tablazat egyiitthat6ibol definialjak:
WiWj = My j1W1 + My joWa + ..o+ My jmWm,
Cy := max [1m; i

2Jy

Ahhoz, hogy az eredményeiket hasznélni tudjuk, ki kell fejezni a harom konstansukat
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az altalunk bevezetett m és F paraméterekkel. Errdl szol a kovetkezd héarom becslés:

2.2.2. Lemma.

1
logCy < mF + 3 logm, (2.2.2)
m
log Cy < <2>F + mlogm, (2.2.3)
log C5 < (m — 1)F. (2.2.4)
Bizonyitds. Az x és az y kapcsolatat (lasd a 2.2.1. Lemmat) az y = Vax szorzéssal

fejezhetjiik ki, ahol V' a kovetkez6 Vandermonde-métrix:

16 62 ... ot
1 6, 62 ... op!
1 6, 62 ... ot

Mivel ||y]loo < Jyll2 <v/m||ylloo, ezért Ci-et és Ca-t valaszthatjuk a kovetkezSképpen:
= ViV, Coi= IV,
fgy mar csak ||V w-re és ||V | o-re kell becslést adni.
Az el6bbihez (2.1.5)-6t hasznaljuk, és ezzel megmutatjuk (2.2.2)-t:
log [|V]|oc = log I?Eilx(l + 10+ 1602 + ..+ 0] < mF.

A (2.2.3)-hoz sziikségiink van ||V Y| ,-ra. V inverze kifejezhets (V—1);; = Cy;/ det V
alakban, ahol C;; a V-b6l az . sor és j. oszlop elhagyasaval kapott aldeterminans, megszo-
rozva (—1)"J-nel. Ismert, hogy a Vandermonde-matrix determinansa a kivetkezéképpen
irhato fel (lasd pl. [18, 185. o.]):

detV = ﬁ l_m[ (9] — 91),

i=1 j=i+1
és az is, hogy ennek négyzete az f diszkriminansa (lasd pl. [14, Prop. 3.3.5.]). Az utobbi

az f egylitthatoinak polinomiélis fiiggvénye, tehat egész szam, és mivel a Vandermonde-
determinans nem nulla, ezért |det V| > 1, kovetkezésképp |(V )| < |Cjil.

Cj; egy (m — 1) x (m — 1)-es determinéns, amelynek a kifejtésében (lasd (2.2.16)-ot)
(m — 1)! tag van, és mindegyik tag m — 1 darab V-beli elem szorzata. Ezek az elemek
Vi = 92,_1 alaktak, és mivel minden szorzat kiilonb6z6 oszlopokbol vald elemekbdl all,
ezért a kitevek dsszege legfeliebb 04+ 1+ 2+ ...+ (m — 1) = () lehet. A (2.1.4) miatt
log [Via| < (I—1)F, kovetkezésképp log |Cj;| < (3) F +log(m—1)!. Ebb6l mér megkapjuk
(2.2.3)-at:
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log Cy = log ||V ! ||e0 = lognlgiélx(‘(V’l)ﬂ‘ + |(V*1)i2| + ...+ |(V’1)im|) <
S IOgIIilzalx(|Cu| + |Czl| + ..+ |sz|> <

< (?)F +log(m — 1) 4+ logm < (ﬂ;)F + mlogm.
A (2.2.4)-hez ™ *-t minden k = 0,1, ..., m— 2-re kifejezziik § alacsonyabb hatvanya-
inak segitségével:
0" = o+ rea0 4 TRl A T 0T (2.2.5)
és ekkor (s = max;" maxg’"”:_ol 7% 5]-
Az f(0) = 0 egyenl6ség alapjan fel tudunk irni egy rekurziv formulat 7 -re (lasd pl.

14, 159. 0.]):

rog = —f1, Tha1l = Thi-1 — JiTkm—1, (2.2.6)

ahol 1, 1 = 0. Ebbdl indukcioval kénnyd megmutatni, hogy
il < (H(f) + 1), (2.2.7)
és innen mar koévetkezik (2.2.4). [ |

A kovetkezdkben azzal foglalkozunk, hogy mennyire névekedhet s(-) az egyes alapvetd
miiveletek sordn. Kezdjiik a trivialis allitasokkal:

2.2.3. Lemma.

o, € 70 : s(a £ B) <s(a,p) + log 2, (2.2.8)
neZt, ay,...,an €70 : s(an + ...+ ap) <s(aq,...,a,) + logn, (2.2.9)
ne€Z, acllf: s(na) < s(a) +s(n). (2.2.10)

Folytassuk a multiplikativ mtiveletekkel, a szorzassal és az osztassal. |9, Prop. 4 el6tt]
bebizonyitja a kovetkezot. (Megjegyezziik, hogy [9] kissé eltérs jelolést hasznal a szamok
méretére: az ottani S(«) := ms(«), de itt atirtuk azokat s(-)-re.)

2.2.4. Lemma. Ha «, 5 € Z|[0], akkor
s(aB) < s(a) +s(8) + log Cy + 2log m,
és ha a € Z[0], a« #0 és o' = B/n, ahol B € Z[0] ésn € Z, akkor
s(B) < (m—1)s(a) + (m —1)logCy + log Cs + % logm,
s(n) <ms(a) +mlogCy — % log m.

Ezekbdl, ha behelyettesitjiik a 2.2.2. Lemmaban Ci-re, Cs-re és Cs-ra kiszamitott
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becsléseinket, a kovetkezdket kapjuk:
2.2.5. Lemma. Ha «, 8 € Z[0)], akkor

s(af) < s(a) +s(B) + (m —1)F + 2logm, (2.2.11)

és ha a € Z[A], a« #0 és o' = B/n, ahol § € Z[0] ésn € Z, akkor
qmgqm—1n@y+;mm—nF+gmbym (2.2.12)
s(n) < ms(a) +m?F. (2.2.13)

A kovetkezd eredmény egy also és egy felsé korlat az algebrai egészekre az egyitittha-
toméret fliggvényében.
2.2.6. Lemma. Ha o € Z[] és a # 0, akkor
log |a| < s(a) +mF, (2.2.14)

mgaw<@n—nq@+;m%F+D. (2.2.15)

Bizonyitds. (2.2.14) kovetkezik (2.1.5)-bél:

log |a| = log mz:la]ﬂj <s(a) + logmz:l 10 < s(a) +mF.
=0 =0
(2.2.15) kijon (2.2.14)-b6l és (2.2.12)-bl:
log a™!| = log % < log 6] < s(8) +mF <
< (m—1)s(a) + m3m2_ 1F + ;mlogm,
és egyszertisitések utan megkapjuk (2.2.15)-6t. [ |

Néha sziikségiink lesz algebrai egészekbdl allo determinansokra, ezért levezetiink ra
egy formulat a fentiek segitségével.

2.2.7. Lemma. Legyen A € Z[0]™™ egy mdtriz az oy; elemekkel. Ekkor
s(det A) < mmaxs(w;) + (n — 1)((m — 1)F + 2logm) + nlogn.
irj

Bizonyitds. A determinans teljes kifejtése a kovetkezd:

det A= " (=D)" ] o). (2.2.16)
0€Sh i=1
ahol S, az {1,2,...,n} halmaz Gsszes (n!) permutécioja, és N(o) a o inverzidszama.

Felhasznalva (2.2.9)-et:

A) < " 1 !
s(det A) < fg@fS(l} ozw(l)) + log n!,

és (2.2.11) ismételt alkalmazasaval, valamint az n! < n” becsléssel adodik az allitas. B
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2.2.2. A miveletek futasi ideje

Ebben a szakaszban az algebrai szamtestben végzett mtiveletek futasi idejét vizsgéljuk.
A nagysagrendi becslések megfogalmazasahoz az O(-) jelolést hasznaljuk:

2.2.8. Definici6. Az f:RT - R ¢és g : Rt — Ry fliggvényekre f(z) = O(g(z)), ha
AM,c>0:Ve >c:|f(z)] < Mg(x).

A futési id6t sok esetben tobb paraméter segitségével fejezziik ki, ekkor az O(-)
tobbvaltozos altalanositasat hasznaljuk:

2.2.9. Definici6. Az f : (RT)" — R és g : (RT)" — R tobbvéltozos fiiggvényekre
f(z) = O(g(x)), ha
IM,c>0:Vz € (RY)": ||2||eo > ¢ = |f(x)] < Mg(x).

Mivel az algebrai szamokat egész szamokkal abrazoljuk, ezért sziikségiink lesz az
egészek kozotti miiveletek bonyolultsagara. Ezek koziil a szorzés és az osztas a kiilonosen
érdekes, mert azokra tobb kiilonbo6zé algoritmus 1étezik kiillonbozé futasi idékkel. Az
altalanossag kedvéért a kovetkezs jelolést fogjuk hasznélni.

Legyen Mul(A, B) az a és b egész szamok Gsszeszorzasanak futési ideje, ahol A és B a
két szam hosszanak korlatja (azaz s(a) < A éss(b) < B), és legyen Mul(A) := Mul(A4, A).
A kifejezés értéke a szorzasi algoritmustol fligg, példaul:

e clemi szorzas: Mul(A, B) = O(AB),

e Karatsuba-szorzas: Mul(A) = O(A"%&23),

e Schonhage-Strassen-szorzas: Mul(A) = O(A log A loglog A).

Hangsilyozzuk, hogy ezek aszimptotikus értékek, és pl. a Schonhage-Strassen-szorzas
csak nagy szamok esetén lesz gyorsabb, mint a normal szorzés. A szorzasi algoritmusokrol
részletesen pl. [20, 4.3.3.]-ban van sz6.

A Mul(-) fiiggvényrdl itt csak annyit tesziink fel, hogy teljesiti a kovetkezd feltételeket

minden A, B, C' > 0 szamra:
Mul(A, B) = Mul(B, A),
A< B = Mul(4, C) <Mul(B, C),
Mul(A 4+ B, C) < Mul(4, C) + Mul(B, C),
Mul(AB, C) < AMul(B, C),
Mul(AB) > AMul(B).
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Feltessziik tovabba, hogy az a/b egész maradékos osztéas O(Mul(s(b),s(q))) id6 alatt
szamithato ki, ahol ¢ az osztas hanyadosa (lasd pl. |20, 4.3.3. D).

Jeloljiik T(F')-fel az F kifejezés kiszamitasahoz szitkséges gépi aritmetikai miveletek
szamat (rogzitett gépen, a gép beépitett fix méretd szamaira).

Kezdjiik a trividlis mtiveletekkel:

2.2.10. Lemma. Ha o, € Z[0] és n € Z, akkor
T(ax5) = O0(ms(a, 5))), (2.2.17)
T(na) = O(m Mul(s(n),s(@))). (2.2.18)
Algebrai szamok szorzasara a kovetkezs eredményt tudjuk adni (ez az allités is, és az

Osszes tobbi, ahol nem jelezziik masként, a szerzg sajat szamitésa):

2.2.11. Lemma. Ha o, € Z[0], akkor
T(aB) = O(m*Mul(s(a),s(8)) + m*Mul(s(a) + s(8) + logm, mF)). (2.2.19)

Bizonyitdas. Legyen v := af3, és jeloljik a, B és v egylitthatoit rendre a;-vel, b;-vel és
ci-vel. A szorzast a kovetkezGképpen végezziik el:
1. Kiszamitjuk a szorzatot dgy, mintha 6 egy valtozé lenne, azaz polinomként

szorozzuk Ossze Gket. A szorzat egyiitthatoi a kovetkezdk lesznek:

d; = Zajbl_j (0<I1<2m—2).

j
2. Kiszamitjuk a polinom maradékat modulo f. Az eredmény egyiitthatoi:

m—2

Cy ZZdl—i-de_,_kT’kJ (Oglgm—l),
k=0
ahol az ry -eket (2.2.5)-ben definialtuk, és el6re ki tudjuk szamitani f-bél a (2.2.6)

rekurziv képlettel.

Mindkét 1épés 6 miivelete a kb. m? szorzés, ezért a teljes futési idé:
T(ap) =0 (m2 Mul(s(a),s(8)) +m? Mul(mlax s(dy), IIE}X s(rm))) :
A mésodik Mul(-)-ban a valtozok méretének kiszamitasara a d; fenti definiciojat, valamint
az 7y -re korabban kiszamitott (2.2.7) becslést hasznaljuk:
s(di) < s(a) +s(f) + logm,
s(rk1) < (K4 1)F < mF,

és ezeket behelyettesitve megkapjuk a bizonyitando allitést. |
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A v = aff szorzésra |9] egy masik modszert ad: szamitsuk ki a-bol azt az M, matrixot,
amely (-t v-ba transzformalja, azaz amelyre M, (bg, b1, ..., bm_1)T = (co,c1, .., Ccm_1)T.

Esetiinkben a fenti formulakboél konnyen levezethets, hogy

j—2
(Ma)i,j = CLZ'_j + Z am+k_j+17‘k7i_1 (2220)
k=0
(ahol a,_; alatt O-t értiink, ha i < j). Az M, kiszamitasdhoz tehat
T(M,) = O(m3 Mul(s(a), mF)) (2.2.21)

id6 sziikséges. Ez lassabb, mint a fenti modszer szerinti szorzas (2.2.19), de ha gyakran
szorzunk ugyanazzal az a-val, akkor M,-t elére kiszamithatjuk, és akkor méar csak egy

matrix-vektor szorzast kell elvégezni, amely valamelyest gyorsabb:
T(aB)um, = O(m* Mul(s(a) + mF,s(f))).
Az M, métrixot hasznalhatjuk még egy dologra: az « inverzének kiszamitasahoz.

2.2.12. Lemma. Ha a € Z[0] és o # 0, akkor
T(a™") = O(m® Mul(ms(a) + m*F)). (2.2.22)

Bizonyitds. A bizonyitas oOtlete [9, Prop. 10]-b&l szarmazik, de itt az altalanosabb
Mul(-) fiiggvényt és a precizebb O(-) jeldlést hasznaljuk. Az a™' = B/n kiszdmitésa
a kovetkezdképpen torténik:

1. Kiszamitjuk az M, matrixot (2.2.20) alapjan.

2. Megoldjuk az M, (by/n,bi/n, ..., bym_1/n)" = (1,0,...,0) egyenletrendszert 3/n-re.
Az utoébbi elvégezhets a Bareiss-algoritmussal 7] (amelyrdl részletesebben a 2.3. szakasz-
ban lesz sz6) a kovetkezd id6 alatt:

T(Bareiss) = O(m® Mul(mlog(mA))),
ahol A a matrix elemeinek korlatja. Ezt az M, (2.2.20) formulajabol kiszamithatjuk:
log A = log max|(Ma)ig| = O(s(a) +mF),
amelyet ha behelyettesitiink az el(’)’z(; képletbe, akkor megkapjuk (2.2.22) jobb oldalat, és
a hatralevs T(M,,) (2.2.21) hozzdadasa nem valtoztat a nagysagrenden. [ |

Kovetkezményként megkapjuk az osztas futési idejét is:

2.2.13. Lemma. Ha o, € Z[0] és 5 # 0, akkor

T(%) = O(m® Mul(s(a) + ms(B) + m*F)). (2.2.23)
Bizonyitds. Ha ~' =1 (n € Z), akkor § = 1. (2.2.12)-b6l s(v) = O(ms(B) + m?F),
és T(B71) (2.2.22) és T(ary) (2.2.19) dsszeadaséval megkapjuk az allitast. |

19



A szakasz tovabbi részében néhany kizarolag valos szamokra vonatkozo miivelettel
fogunk foglalkozni. Feltessziik tehat, hogy 6 € R, és igy K C R.
A szamitasokhoz sziikségiink lesz a kovetkezo segédéallitasra, amely megmondja, hogy
a Z[0]-beli elemek kozelitéséhez mennyire pontosan kell -t approximalni.
2.2.14. Lemma. Legyen o, 5 € Z[0] \ {0}. Legyen 6 € R olyan kizel 0-hoz, hogy
~ 3
log|d — 0] > s(a) + (m —1)s(8) + §m(m + 1) (F+1), (2.2.24)
és legyen & = ag + alé + a26’~2 +...+ am_lémfl. Ekkor

& — o <[B].

Bizonyitds. El6szor (2.2.24)-bél csak annyit hasznélunk, hogy m|f — 6] < 3
—1

Oak((eﬂé—e))k— )‘ o k ()e’we gy
\%Ii( i1 o —fmil|az+j|(l+])rer 60 <

0 j=1 j=1 1=0

3

& —al =

£
Il

3

IA
i

m— m—j—1

_<max|al>z |9—9|jl§:;|e|l<(f;ﬁao%<|ai|) mld — ng.

Logaritmust véve és alkalmazva (2.1.5)-6t:
log |& — a| < s(a) +log2m|d — 0] + mF < s(a) + ;m(F +1) +log|d —6].
Adjuk hozza ehhez az egyenl6tlenséghez (2.2.15)-6t S-val:
log |& — o] +log |87 < s(a) + (m —1)s(B) + gm(m +1)(F +1) +1log |0 — 4]
A (2.2.24) alapjan a jobb oldal < 0, tehat a bal oldal < 0, ami ekvivalens az allitassal. W

Most kovetkezzenek a miiveletek, és a futasi idejiik.

2.2.15. Lemma. Ha o, 8 € Z[0] C R, akkor
T(a < B8) =T(a < 8) = O(m*Mul(ms(a, B) + m*F)). (2.2.25)

Bizonyitds. Mivel a < f ekvivalens azzal, hogy o — 8 < 0, ezért elég csak az a < 0
Osszehasonlitassal foglalkozni, és hasonlo igaz <-re is. Tegyiik fel, hogy a # 0, ellenkezé
esetben a mivelet trivialis.

A 0-t kozelitjiik egy 0 = ¢ racionélis szammal, ahol d € Z* és u a [0d] és a [0d] koziil
a kisebb abszolut értékd. Olyan nagy d-re van sziikségiink, hogy 6 olyan kozel legyen
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6-hoz, hogy az & = ag + a10 + ax0? + . .. + a,,_10™"' és a pontos a azonos elGjeld legyen.
Ezt garantalni tudjuk, ha |& — o < ||, mert akkor

a>0 = a>a—|a—al >0,

a<0 = a<a+|a—al<0.
Ehhez a 2.2.14. Lemma alapjan (5 := a-val) egy olyan d-t kell valasztani, amelyre

logd > ms(a) + ;m(m + 1)(F+1),
mert log \é — 07! > logd. Valaszthatjuk d-t a legkisebb ilyen egész szamnak, de
hatékonyabb, ha felkerekitjiik a legkozelebbi kettGhatvanyra. Mindkét esetben:
logd = O(ms(a) + m*F). (2.2.26)

Az a-ot felirhatjuk a kovetkezdképpen:

- U u\™1  aod™ ' +aud™ .+ apu™ !
a:a0+a13—|—...+am,1<g> = gm—1 .

Az elGjel csak a szamlalotol fiigg, amelyet jeloljiink r-rel, és kiszamithatjuk a kévetkezé

rekurzidval:

ro := 0, Tkal = TrU + am_k_ldk, ri= T,
Ha d-t kett6hatvanynak valasztottuk, akkor az egyetlen érdemi miivelet az rpu szorzas.

Az u és az rj, méretét a kovetkez6képpen tudjuk becsiilni (az utobbit indukcioval):
[ul = min(|[6d]], [[6d]]) < |6d]| = [6]d,
4] < ({@ |ai|>d’“_1(1 0]+ .+ 0.
A (2.1.5) és a (2.2.26) felhasznalasaval:
T(rru) = Mul(s(rg), s(u)) < Mul(s(a) + mlogd + mF, F +logd) =
= O(Mul(m?s(a) + m*F, ms(a) + m*F)) = O(m Mul(ms(a) + m*F)),

és a teljes szamités m-szer végez ilyen szorzast. |

2.2.16. Lemma. Ha o,f € Z[)) CR, n € Z és B # 0, n # 0, akkor

T( L%J) - TU%D - TQ%D = O(m>Mul(ms(a, n) +m2F)), (2.2.27)

T< {%D - TU%D - T< {%D — O(m?Mul(ms(a) + m*s(8) + m*F)). (2.2.28)

Bizonyitds. Mivel |a/n] = |a/n + 1/2], ezért csak az els6 két kerekitéssel ([-] és [-])
kell foglalkozni. Ha o € Z, akkor a mivelet egy egyszerii maradékos osztés, amelyet

Mul(s(«),s(n)) id6 alatt elvégezhetiink, ezért a tovabbiakban tegyiik fel, hogy o ¢ Z.
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A (2.2.27) bizonyitésa hasonlo, mint (2.2.25)-é. Itt a d nevezének olyan nagynak kell

lennie, hogy &/n-nek és a/n-nek ugyanaz legyen az egészrésze. FEzt a kovetkezs feltétellel

<min((Z =25 151

Ezt szorozzuk fel |n|-nel, és hasznaljuk a 2.2.14. Lemmét 8 € {a —nla/n], a —n[a/n]}

tudjuk garantalni: ~
a o«

n n

helyettesitéssel. Ehhez elészor adni kell egy becslést s(3)-ra. Mivel f—a egész szam, ezért
a és (8 egylitthatoi a konstans tag kivételével megegyeznek, igy s(8) < max(s(«),s(by)). 5

konstans tagjat a kovetkezéképpen tudjuk becsiilni (mivel |5/n| < 1, ezért |5] < |n|):

m—1 m—1
m—1 ;
bol = lao — @+ 8] < o = ag| + In| = | 3 axb*| + [n| < max(Jn], Hak |a] ) (ZIHV),
k=1 B i=0

amelynek a logaritmusa < s(a,n) + mF, ezért
s(B) < s(a,n) +mF.
Alkalmazva a 2.2.14. Lemmat, d-t valaszthatjuk tugy, hogy
logd = O(ms(a,n) + m*F).
Ezutan az el6z6 lemméhoz hasonléan kiszamitjuk r-re, az & szamlalojara, hogy
T(r) = O(m* Mul(ms(a, n) + m*F)),
s(r) = O(m?s(a,n) + m°F).
Utolso lépésként osztani kell n-nel, amelynek, mint maradékos osztasnak, a futasi ideje
legfeljebb Mul(m?s(a, n) +m3F, s(n)), és ezt hozzdadva T(r)-hez megkapjuk (2.2.27)-et.
A (2.2.28)-hoz el6szor kiszamitjuk o/5-t ay/n (n € Z) alakban. Ez (2.2.23) alapjan
T(a/B) = O(m® Mul(s(e) + ms(8) + m’F))
id6 alatt megtehetd. A paraméterek mérete (2.2.12), (2.2.11) és (2.2.13) alapjan:
s(y) = O(ms(B) + m*F),
s(ay) = O(s(a) +5(7) +mF) = O(s(a) + ms(8) + m*F),
s(n) = O(ms(B) +m*F).
Ezeket behelyettesitve (2.2.27)-be és hozzéadva T(«a/f)-t megkapjuk (2.2.28)-at [ |

2.2.3. Miiveletek Osszefoglalasa

A kovetkezd tablazatban osszefoglaljuk a 2.2. szakasz eredményeit a Z[6]-beli mtivele-

tek futési idejérdl és az eredmények méretérsl. Legyen o, 5,y € Z[0] és n € Z.
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2.2.17. Tablazat: Miiveletek hatékonysaga Z|[f]-ban

Miivelet Eredmény mérete Idékorlat
atf s(a, B) + log 2 O(ms(a, B))
no s(a) +s(n) O(mMul(s(n),s(a)))
O(m2 Mul(s(),s(B)) +
af O(s(@) +s(8) + mF) m? Mul(s(a) + s(3) + log m, mF))

2.3. Bareiss-algoritmus

Linearis egyenletrendszerek megoldasara kozismert eszkoz a Gauss-eliminécié. Ha az
alaphalmaz Z vagy Q, és egzaktul szeretnénk szdmolni, akkor a Gauss-eliminacié soran
a szamok hossza exponencialisan névekedhet, vagy a racionélis szamok egyszertsitése
lelassitja az algoritmust. Ennek a megoldasara késziilt a Bareiss-algoritmus [7], amely
ligyesen beiktatott egzakt osztasokkal polinomialis korlat alatt tartja a szamok méretét.

Ebben a szakaszban kiterjesztjiik az algoritmust Z[f]-ra (ahol # most mar nem fel-
tétlentil valos), és kiszamitjuk a futési idejét az el6z6 szakasz eredményeire tamaszkodva.
A Bareiss-algoritmus legegyszertibb formajat vizsgaljuk, amikor egy négyzetes matrixot
felss haromszog alakra hozunk (példaul hogy kiszamitsuk a determinansat).

Legyen M € Z[0]"*™, melynek elemei o;;. A Bareiss-algoritmus mikédése a kovetkezd
rekurziv formulaval foglalhaté 6ssze |7, 570. o.]:

(k) (k) (k) (k)

(NN () I (k1) Ok Qg5 — Qg X
00 -— 3 Pa e alj) alj — (k‘—l) 9

ij
Qp 1 k-1

(2.3.1)

ahol 1 <k<n—-1¢ék+1<14ij5<n.

El6szor kiszamitunk egy korlatot a menet kdzbeni oz(k)

értékek méretére az eredeti ay;
matrixelemek méretének fiiggvényében. Minden a M_t felirhatunk egy a;;-kbdl allo k x k
méretd determinansként |7, 565. o.|]. Ebbdl kovetkezik, hogy a (2.3.1)-beli osztas valoban
(k)

egzakt, és oy’ € Z[0], tehat hasznalhatjuk s(-)-et a mérésére. Legyen A := max; ;s(a;;)

és B = max; S(Ozi?), ekkor a 2.2.7. Lemma alapjan:
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B = 0O(nA+nmF +nlogn).
Most megvizsgaljuk a (2.3.1) rekurziv formula futési idejét. Az alabbiakban felsoroljuk
a f6bb lépéseit, és feltiintetjik azok futasi idejét és az eredményének méretét s(-)-ben
(mindegyik kénnyen kiszamithato a 2.2.17. Tablazat alapjan):
1. két szorzas:
e id6: O(m?*Mul(B)) (2.2.19),
e méret: O(B) (2.2.11);
2. egzakt osztas:
(a) kiszamitjuk <oz,(f 11,1 1>_ et ﬁk 1k 1/dk 1k , forméban:
e id6: O(m?*Mul(mB)) (2.2.22),
e méret: O(mB) (2.2.12), (2.2.13);

(b) megszorozzuk a szamlalot B,(f 11k -gyel:

e id6: O(m?*Mul(B,mB)) = O(m*Mul(B)) (2.2.19),
e méret: O(mB) (2.2.11);
(c) végil elosztjuk az eredményiil kapott algebrai egészet d 1 k -gyel egzaktul:
e id6: O(m Mul(mB)).
A fenti lépések tobbségét minden i, j, k-ra el kell végezni, azaz O(n3)-szor, kivéve
2/(a)-t, amely csak k-tol fiigg, igy azt O(n)-szer végezziik el. Ezeket mind dsszeadva:
Tz (Bareiss) = O(n’m® Mul(B) + nm® Mul(mB)). (2.3.2)
Osszehasonlitasként a futasi idé Z folott:
Tz(Bareiss) = O(n® Mul(nA + nlogn))). (2.3.3)
Lathato, hogy ha eltekintiink a 0-tol fiiggs konstansoktol (m és F'), akkor a két futasi
id6 nagysagrendileg azonos. A kovetkezd tablazatban Osszehasonlitjuk az eredményt
kiilonb6z6 Mul(-) fiiggvényekre (lasd a 2.2.2. szakasz elejét) mindkét esetben. Az utolso
sorban bevezettiink egy egyszertisitett jelolést a logaritmikus faktorok kikiiszobolésére:
6(N) := O(N log N loglog N).

2.3.1. Tablazat: A Bareiss-algoritmus futasi ideje

Mul(X) Tyj9) (Bareiss) Tz (Bareiss)

X? O(n*m3(n? + m?)(A + mF + logn)?) O(n°(A +logn)?)
Xloe23 O(n?**m3(n* + m'®)(A + mF + logn)"%) | O(n**(A + logn)"%))
Xlog X loglog X | O(n2m3(n? +m)(A+mF +logn)) O(n*(A +logn))
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2.4. LLL-algoritmus

Az LLL-algoritmus egy racsredukcios algoritmus, amely egy racs egy bazisat ugyan-
annak a racsnak egy redukalt béazisava alakitja (ezt rovidesen precizen definialjuk). Az
algoritmust Lenstra, Lenstra és Lovasz irtak meg [25]-ben, és kielemezték a hatékonysagat
egész vektorokra (Z™-ben). Azota tobben vizsgaltdk R™-ben is (numerikusan), példaul
[26, 28, 30, 32|. Mi chelyett azzal foglalkozunk, hogy mi torténik, ha valos algebrai
szamokkal szamolunk egzaktul Z[f]"-ben. Néhanyan mar alkalmaztik az algoritmust
algebrai szamtestekre (pl.: [17, 22, 29]), de nem tudunk arrél, hogy az egzakt szamolas
hatékonysagaval barki foglalkozott volna.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mi értelme van az LLL-algoritmust egzaktul szamolni,
hiszen a legtobb alkalmazasban nincs sziikség az egzakt eredményre, csak egy ,eléggé
redukalt” bazisra vagy egy elég rovid vektorra, és a numerikus szamolas sokkal gyorsabb.
Azért foglalkozunk ezzel mégis, mert egyrészt elméleti szempontbol érdekes kérdés egy
ismert algoritmust mas szemszoghbdl vizsgélni, mésrészt vannak olyan alkalmazésok is,
ahol kifejezetten az egzakt eredményre van sziikség. Ilyen példaul [29], amely algebrai
egészekhez rendel egész vektorokbol allo periodikus sorozatot, amelyet az LLL-algoritmus
ismételt alkalmazésival szamit ki. Ez bizonyos értelemben a lanctortkifejtés altalanosi-
tasa, és ahhoz hasonloan csak egzakt szdmolassal garantalhato helyes végeredmény.

Az LLL-algoritmus bemenetként kap egy by, bo,...,b, € R™ béazist, és lépésenként
modositja a vektorokat addig, amig bizonyos (révidesen definialt) tulajdonsagokat nem
teljesitenek. Az algoritmus végig megdrzi a vektorok altal kifeszitett racsot:

2.4.1. Definicié. Ha by, b, ..., b, € R" akkor
A(bl,bg,...,bn) = {Clbl +Cgb2 + ... +Cnbnlcl7027---acn € Z}
a by, by, ..., b, vektorok altal kifeszitett rdcs.

Az algoritmushoz sziikségiink lesz a kdvetkezs konstrukciora:

2.4.2. Definicié. A by, bs,...,b, € R" vektorrendszer Gram—Schmidt-ortogonalizdltja a

by, b3, ..., b} vektorrendszer, amelyet a kovetkezs rekurziv formulakkal definialunk:
i—1
by =i — Y b (1<i<n), (2.4.1)
j=1
Wij = (1<j<i<n), (2.4.2)
<bj7 b]>

ahol (-, -) a szokasos skalaris szorzas: (x,y) := x1y1 + Tay2 + . . . + TpYn.
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Az algoritmus barmelyik pillanataban sziikségiink lesz az aktualis vektorok Gram-—
Schmidt-ortogonalizéltjara, igy a tovabbiakban b; és p;; automatikusan ezeket jeloli az
aktualis b;-kre.

Az algoritmus befejezésekor a vektorok a kdvetkezo feltételt teljesitik:

2.4.3. Definici6. A by, bs,...,b, € R" bazis LLL-redukdlt, ha
1

gl < 5 (1<j<i<n), (2.4.3)
b+ paiabiy || > 0|0 || (2<i<n), (2.4.4)
ahol ¢ az algoritmus paramétere, + < 6 < 1, gyakran § = 2, és || - || a szokésos euklideszi

norma: ||z||s = +/(x, x).
Az LLL-algoritmus véaza a kovetkezs. Itt csak a bi-k modositasait mutatjuk be, de a

teljes algoritmus frissiti a b} és a ju;; értékeket is (vagy azzal ekvivalens véltozokat), hogy

azok mindig teljesitsék a 2.4.2. Definiciot.

2.4.4. Algoritmus: LLL-algoritmus (véazlat)

k=2
while £k <n do
if £ > 2 then
L b == by — [ftrr—1br—1

if k> 2 A b+ i1 || < ]
(cseréld lépés)
bk < bk—l
k:=k—1
else
(redukcids lépés)
forl:=k—2to1do
L b := b — [ 1wt | by
k=k+1

b;;_le then

Az algoritmus elemzésekor mar az sem trivialis kérdés, hogy a f6 while-ciklus hany
lépést tesz meg, vagy hogy egyaltalan megall-e valaha. A [25] szerz6i bebizonyitottak,
hogy az algoritmus véges lépésben termindl, és Z"-re kiszamitottak egy korlatot a
futési idére. A tovabbiakban ezt fogjuk altalanositani Z[f]|"-re. Ez egyéaltalan nem
konnyt feladat, mert [25]-ben sokszor kihasznaljak Z-nek azt a tulajdonsagat, hogy egy
pozitiv szam biztosan legalabb 1, viszont Z[f]-ban ez nem teljesiil, s6t, a pozitiv szamok

tetsz6legesen kozel lehetnek a 0-hoz.
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Az LLL-algoritmus futési idejét harom &sszetevébdl rakjuk ssze: adunk egy becslést
a while-ciklus lépéseinek szamara (Z"-nél altalanosabban), kiszamitunk egy korlatot
az algoritmus valtozdinak menet koézbeni méretére Z[f]-ban, és ennek segitségével

megbecsiiljik az egyes lépések futési idejét.

2.4.1. Tulajdonsagok R"-ben

Miel6tt ratérnénk az algebrai szamokra, elGszor megvizsgaljuk az LLL-algoritmus
néhany tulajdonsagat altalaban, R™-ben. Kezdjiik néhany jeléléssel.
Sziikségiink lesz egy adott A := A(by, by, . .., b,) racsban a legrévidebb vektor hosszara:
Lo == min{||z|]3 | = € A\ {0}}.
Tovabbi fontos mennyiségek a di,ds,...,d, € R szamok, amelyek a b; vektoroktol

fiiggnek, és a kovetkezd harom ekvivalens éllitas barmelyikével definialhatok |25, 521. o.]:

di = 0513 163115 - - 167113, (2.4.5)
d, = det({b;, bj))1§i7j§l, (2.4.6)
d; = det(A(by, by, ..., b))% (2.4.7)
Célszert kiterjeszteni a jelolést dy := 1-re is. Ezeknek a szadmoknak az a jelentGsége,

hogy egyrészt (2.4.5) miatt szoros kapcsolatban allnak a b} vektorokkal, igy azok helyett
hasznalhatok az algoritmusban (majd késébb latni fogjuk, pontosan hogyan), mésrészt
(2.4.6) miatt tortmentesek, azaz ha b; € Z", akkor d; € Z, tehéat konnyebb veliik szamolni.
Latni fogjuk, hogy ez utobbi tulajdonsagot algebrai szdmokra is ki tudjuk terjeszteni.

Ezen mennyiségekkel kapcsolatban sziikségiink lesz a kovetkezd egyenlGtlenségekre,
amelyek fliggetlenek az LLIL-algoritmus kontextusatol (tehat annak barmelyik pillanaté-
ban érvényesek):

2.4.5. Lemma.

I l
dy > (TO> (1<i<n), (2.4.8)
min ||} ]} < Lo < [|b7]5. (2.4.9)

Bizonyitds. Minkowski tétele [13, 1I1.2.2.] szerint ha S C R! egy konvex, origéra
szimmetrikus mérhets alakzat, és a A; := A(by, ba, ..., ;) raccsal SN A; = {0}, akkor

det(A;) > 27" Vol(9),

ahol Vol(S) az S térfogata (I dimenzioban). Alkalmazzuk ezt a tételt az [-dimenzios
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kockara, amelynek oldala 2r A/l (igy a kériilirt gombjének sugara ), ahol r < +/Lq.
Ekkor ha r — /Ly, akkor négyzetre emelés utan — (2.4.7) miatt — megkapjuk (2.4.8)-at.

A (2.4.9) mésodik része a (2.4.8) specidlis esete | = 1-re, mivel d; = ||b}]|3. Az allitas
elso fele elemi, és kovetkezik péeldaul a [25, (1.11)] bizonyitasabol. |

A kovetkezd lemmaban megmutatjuk, hogy az LLL-algoritmus véltozoit és egyéb
mennyiségeit akarhany (egész szamu) lépés utan megbecsiilhetjiik a kezdeti adatok
segitségével.

2.4.6. Lemma. Legyen B := max?_, ||b;||3 az LLL-algoritmus bemend vektoraira. Ekkor
valahdnyszor a f6 while-ciklus torzsének elején vagy végén tart az algoritmus, a kovetkezd

egyenldtlenségek teljesiilnek (a k ciklusvdltozo fiigguényében):

151 < B, (2.4.10)
] < 0B (i £ 1), (2.4.11)
1 .
gl < 5 (i <k), (2.4.12)
| B\7T
gl <2 ("L—) (i =), (2.4.13)
0

iB\? ‘
gl < (JL—) (i > 1), (2.4.14)
d; < B’ (2.4.15)

Bizonyitds. Ezek az egyenl6tlenségek hasonlitanak a [25, 523. o.]-on 1évskre, és koziiliik
(2.4.10), (2.4.11), (2.4.12) és (2.4.15) pontosan ugyantugy bizonyithato, mint [25|-ben.
A t6bbit nem vehetjiik at kozvetleniil, mert [25] Z 616tt dolgozik, és kihasznélja, hogy
d; > 1. Itt ezt lecseréljiik az altalanosabb (2.4.8) also korlatra.

A (2.4.14)-et az eddigiekbdl és a Cauchy—Schwarz-egyenlStlenséghdl vezetjiik le:

(2.4.15)

*\ |2 2 *||2 i—1 . j
(2.4.2) |<bz~,b.>‘ cs. |[bl|2 116512 2.5 dj_q (24.8) PRi (2411) (B
S T el L R ol "< e )

[ I 1 j N (L_;J)j
J
A (2.4.13)-at ugyanigy vezetjiik le (2.4.14)-bdl, mint |25, (1.34)]-et [25, (1.33)]-bol. W
Az eddigiekbdl mar becslést tudunk adni az LLL-algoritmus 1épéseinek szamara.

2.4.7. Lemma. Legyen N az LLL-algoritmus fé lépéseinek szdma (a redukcids és a

cseréld lépések dsszesen), és legyen Ks 1= @. Ekkor
5

B
N=0 (n2 log n—K(;).
Lo
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Bizonyitds. A bizonyités [25]-6n alapul, de az kihasznalja, hogy a vektorok Z"-bél vannak,
igy azt kozvetleniil nem tudjuk alkalmazni.

Legyen N, a redukcios lépések szama, és Ny a cseréls 1épéseké. Mivel az el6bbi noveli,
az utobbi pedig csokkenti k-t 1-gyel, és mivel az algoritmus k£ = 2-vel indul és kK = n + 1-
gyel all meg, ezért N, — Ny =n — 1, tehat N = N, + Ny = 2N, +n — 1, vagyis elegendé
N meghatéarozasa.

Legyen D := dids...d,, és legyen D a D értéke pontosan s cseréls 1épés utén.
Becsiiljiik D-t két oldalrol:

n(n+1)

S oLl CEON

n (2.4.15) n(n +1)
D=]]d; < H B =
j=1 j=1
Ezek a korlatok akdrhany lépés utan is érvényesek, azaz barmelyik D®)-re is. [25,

521. o.] bebizonyitja — Z specialitasanak hasznalata nélkiil —, hogy a redukcios lépés
nem valtoztatja D-t, a cserél§ lépés pedig csokkenti D-t egy d-nél kisebb szorzoval:
DG < D) Ebbél indukcidval kévetkezik, hogy D) < 6°D©) . Az egyenl6tlenségeket

Osszeillesztve: (1)

<&) 2 < D(Ns) - 5N3D(0) < 5NSBn(n2+1)-

n

Vegyiink mindkét végébdl logaritmust, és rendezziik at a kovetkezdképpen:
1 n(n+1), nB
r——log —,
log % 2 Ly
ebbdl pedig mar kovetkezik az allitas, mert fent lattuk, hogy N = 2N, +n — 1. |

N, <

Megjegyezziik, hogy Z"-ben egyszertibb a bizonyitas, mert akkor D egész szam, igy
D > 1. Ezt kihasznalva [25] bebizonyitja, hogy a lépések szama O(n?log B). A fenti
bizonyitasbol is kénnyen ellendérizhetjiik ezt, ha lecseréljiik D als6 korlatjat 1-re: ekkor

O(n*log B K5) jon ki, amely a 6-t6l valo fiiggést is feltiinteti.

2.4.2. Valtozok mérete Z[0]"-ben

Mostantol attériink algebrai szamtestekre. Hasznéaljuk a 2.1.2. szakaszban és (2.2.1)-
ben bevezetett jeloléseket: 6, m, F, s(-), valamint kiterjesztjiik s(-)-et vektorokra is:
s(w) 1= max}_; s(r;). Itt specidlisan valos algebrai szdmokkal szdmolunk: ¢ € R, és

a bemeneti vektorok by, bo,...,b, € Z[#]* C R". (Ha b, € K" = Q(0)", akkor elére
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felszorozhatunk a kozos nevezével, és Z[0]"-be jutunk.) A vektorok egyiitthatoméretére

vezessiik be a kovetkezd jelolést:
A= r?zalxs(bi). (2.4.16)
Ha az LLL-algoritmust (2.4.4. Algoritmus) egzaktul (nem lebegépontosan) szeretnénk
implementalni, akkor az a probléma, hogy b; és p,; tortek is lehetnek, és ez megneheziti
a szamitast. Egész vektorokra azonban van egy ezzel ekvivalens modositott algoritmus:
[14, Alg. 2.6.7|, amely csak egész valtozokat hasznal: bf és p;; helyett d; € Z-t, valamint
a fj; = Nj/d; felirasbol \;j-t, amely szintén egész (lasd: [14, Prop. 2.6.5]). Konnyen
belathato, hogy ez a modositott valtozat nemcsak Z-re, hanem Z[f]-ra is miikodik, azaz
d;, N\ij € Z[0]. Ezt részletesen a kovetkezs, 2.4.3. szakaszban fogjuk bemutatni.
Ebben a szakaszban korlatokat adunk s(d;)-re és s(\;;)-re. Els6 lépésként ezt az

aktualis s(b;) segitségével tessziik meg, fiiggetleniil az LLL-algoritmus kontextusatol.

2.4.8. Lemma. d; és \;j a kovetkezoképpen becsiilhetd a megfeleld b;-k segitségével:

s(dj, Aij) < 2n <mZa1XS(bi) + (m —1)F 4 2logm + log n>

Bizonyitds. (2.4.6)-bol tudjuk, hogy d; felirhat6 j x j méretd determinansként (by, b;/)-
tipust elemekbdl. Azt allitjuk, hogy A;; is hasonlo strukturdjiu. Ez kovetkezik példaul
[14, Prop. 2.6.5] bizonyitasabol, amely azt mutatja meg, hogy \;; € Z, és kozben kihozza
(nem hasznéalva Z tulajdonsagait), hogy

(b1,b1) -+ (b1,05) | [& (b1, bi)

(bj,01) -+ (bj,b;) ] \& (bj, bi)
ahol & = p;;. Ha ezt megoldjuk a Cramer-szabéllyal p;; = \;j/d;-re, akkor éppen a
kivant tipust determindnsokat kapjuk A;;-re és d;-re.
Sziikségiink van a (b, bj/)-tipust elemek becslésére. Az s(-) operator tulajdonsagait
((2.2.9) és (2.2.11)) felhasznalva konnyen belathato, hogy
s((bir,bj)) <s(bir) +s(bjr) + (m — 1)F + 2logm + log n,

és alkalmazzuk a 2.2.7. Lemmét d;-re és A;;-re, mint j X j méretd determinansokra. W

Az el6z8 szakaszban, ahol az LLL-algoritmus &ltalanos (R folotti) tulajdonsagait

targyaltuk, szamos eredményben szerepelt az Ly konstans, legtobbszor % formaban.

Z[0)-ban megszabadulhatunk Ly-t6l a kévetkezd lemma segitségével, és minden eredményt

felirhatunk az alapvets paraméterekkel (n, m, A, F, ).
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2.4.9. Lemma. Tekintsik az LLL-algoritmust Z[0)] folétt, és legyen

H = —log —_— (2.4.17)
Lo’
ekkor
H = O(mA+ m*F +mlogn). (2.4.18)
Bizonyitds. Lo-ra a kovetkezd also korlatot adhatjuk a kezdeti dj-ek segitségével:
1 (2?9) n 1 (245) n di,1
— max =" max )
Lo = =t |bfll5 =1 d;

Alkalmazzuk a (2.2.14) és (2.2.15) egyenlGtlenségeket d; becslésére két oldalrol, és

hasznéaljuk a 2.4.8. Lemmat s(d;) becslésére:

= logd;_; +logd; ' < mmaxs(d;) + O(m*F) = O(nmA +nm’F + nmlogn).

log di-
dZ j=0

Adnunk kell tovabba egy fels6 becslést B-re, amihez szintén (2.2.14)-et hasznaljuk:
log B = logmﬁalx 16:]15 < 2log mfalx 1:]| 00 + logn < 2A + 2mF + logn.
A bizonyitand¢é allitast megkapjuk ezen egyenlGtlenségek kombinalésaval. |

2.4.10. Lemma. Tekintsik az LLL-algoritmus eqy fd lépését (egy redukcios lépést vagy

eqy cseréld lépést). Jeldljik a vektorokat a lépés eldtt b;-vel, utdana pedig b;-vel, ekkor
2

n
s(b)) < 17_5 s(bi) + 7]—1 + nlog 2.
Bizonyitds. Az aldbbi algoritmusrészlet bemutatja b; és p,;; véltozasait egy redukcios
lépés soran. (Megjegyzés: a 2.4.4. Algoritmushoz képest itt szerepelnek a pu;-k is, és
a by Osszes valtozasat Osszegytjtottiik az [-ciklusba. Azt is jegyezziik meg, hogy ezt az
algoritmusrészletet a szamitas kedvéért mutatjuk be, de valojaban nem igy, hanem a d;

és a \;; segitségével szamolunk, lasd a 2.4.3. szakaszban.)

2.4.11. Algoritmus: Redukcios lépés (az LLL-algoritmusban)

for!l:=k—1to1ldo

b := b — [ 1wt | b
for j:=1tol—1do

| g = g — L g
MEl = Mgl — L,Ukl—‘

A cseréls 1épés ezekbdl csak az | = k — 1 1épést teszi meg, valamint felcserél még
két b;-t, de az nem véltoztatja meg az s(b;)-k maximumat, igy elegendd csak a redukcios

lépéssel foglalkozni.
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Ha ¢ # k, akkor b; és p;; nem valtozik, tehat az allitas trividlisan teljesiil ezekre
a bi-kre. Az s(by)-k valtozasanak kiszamitasahoz sziikségiink van [uy] becslésére.
Megkiilonboztetésiil jelolje pp a kezdeti értéket, és pj, a |-] kiszamitasakor érvényes

értéket. A fenti algoritmusrészletbdl konnyen levezethets, hogy
k—1

[y = Mkl — Z | i | it
i=l+1

igy a p;;-re vonatkozo (2.4.12) és (2.4.13) egyenlétlenségek felhasznalaséaval:

k-1 n-l k-1
B 2
Lol < 2l < 2ol + 23 [Tl < 22740 (52) 74 3 |
i=l+1 i=l+1

Ebbé6l | = k — 1-t61 | = 1-ig terjedS indukcioval kénnyen belathatjuk, hogy

L1 < 27/ (%)

Most mar ki tudjuk szamitani az s(by,) valtozéasat:

2

k—1

s(by,) = S<bk - ZLMZ:W) < f?zﬁxs(bl) + 10g<1 + i | L4431 |> :

=1 =1
A logaritmus argumentumara a kovetkezé felsG becslést tudjuk adni a fentiekbdl:

— — nB =N
Yl <1+ i () T -
=1 =1

n—1 n

1 (nBY\ 2 nB\?2

-1 2TL o 2n—k+1 = n_ < 2n o= )
+ )i (2) " <2 (%

Az utolso lépésben felhasznaltuk, hogy n < %, méasképpen Ly < B, amely kovetkezik
(2.4.9)-bél és (2.4.10)-bsl. A jobb oldalon kapott kifejezés logaritmusa ”2—2H+nlog 2 (lasd
a H definiciojat: (2.4.17)), és ezt visszahelyettesitve s(b) fenti becslésébe megkapjuk a
bizonyitando6 allitast. |

A fenti eredmények kombinalasaval kiszamithatjuk az LLL-algoritmus {6 valtozoinak
méretét menet kozben:
2.4.12. Lemma. Az LLL-algoritmusban, a f6 while-ciklus torzsének elején és végén a

vdltozok a kovetkezd nagysdgrendiek:

s(b;) = O(n°H?Kj), (2.4.19)
s(dj) = O(n°H*Ks), (2.4.20)
s(\ij) = O(n°H?Kj;). (2.4.21)
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Bizonyitds. A 2.4.10. Lemmabol indukcioval kovetkezik, hogy az LLL-algoritmus elsé ¢
lépésében:

s(b;) <A+ O(n°H)t.
A 2.4.7. Lemma miatt t = O(n*HKj;), ezt behelyettesitve adodik (2.4.19) (mert H
dominélja A-t a 2.4.9. Lemma alapjan). A maésik két allitas ebbdl és a 2.4.8. Lemmabol
kovetkezik. |

2.4.3. Az algoritmus futéasi ideje Z[0]"-ben

Most mar elegendd informéacioval rendelkeziink ahhoz, hogy megbecsiiljiikk az LLL-
algoritmus futasi idejét Z[f] folott. Az algorimus vazlatat a 2.4.4. Algoritmusban
mutattuk be, a részleteket pedig [14, Alg. 2.6.7]-bdl vessziik, de Z-r6l Z[0]-ra altalanositva.

Elgszor kiszamitjuk az algoritmus kovetkezs épitSkoveinek futési idejét kiilon-kiilon:

1. T(red): egy redukci6 py-lel, azaz a by := by, — | | by értékadas, és a tobbi valtozo

ennek megfelel§ frissitése. (Megjegyzés: ez nem azonos egy teljes redukcids lépéssel,
amely ezt a redukciot k — 1-szer végzi el.)

2. T(cs): a by és by_1 felcserélése és a tobbi valtozo ennek megfelels frissitése.

3. T(8h): a ||bf + s[5 < 0

Legyen D az s(d;), s(\ij) és s(b;) kozos felsé korlatja az algoritmus akarhany lépése
utan. A 2.4.12. Lemméabol tudjuk, hogy D = O(n°H?*Kj).

El6szor nézziik T(red)-et. A redukcid a kovetkezd lépésekbdl all:

2 .. oz
by, ||2 osszehasonlitas.

2.4.13. Algoritmus: A by := by — | i | by redukeio
[
by == by — qb;
for j:=1tol—1do
t )\kj = >\kj - q)\lj
Akl 2= A — qdy

Sziikséglink van g méretének becslésére. Ez egy egész szam, és a kerekités miatt mérete
nem fligg s(Ag)-t6l és s(d;)-t6l, hanem lehet joval kisebb is:
2413) np —1  nB 1 (2.4.1
log |q| = log | Lpx]| < log2lum| < 5 log 7+ 5 logn+nlog2 7=
0

A redukci6 f6bb lépéseinek futasi ideje (2.2.28) és (2.2.18) alapjan a kovetkezd (kihasz-

7

O (n2H).

naljuk, hogy D dominalja mF-et, és b, egy n-elemt vektor):
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T< %’ﬂ) O (m? Mul(m?D)),
T(g)y;) = T(qdi) = O(mMul(n’H, D)),
T(qb) = O(nmMul(n*H, D)).
A redukei6 futasi ideje tehat:
T(red) = T( | 2] ) + Tlab) + (1 = 1) T(qAy) + T(ady) =
= O(m”Mul(m®D) + nm Mul(n’H, D)).

Most szamitsuk ki T(cs)-t. [14, Alg. 2.6.7| alapjan a csere igy végezhetd el:

2.4.14. Algoritmus: A b, +> by_q csere

bk g bk,1
for j:=1to k—2do
{7 AkJ <~ Ak_1J

d/ I dk—Qdk+Aix71
k—1 -

fori:=k+1tondo
N o= A Nik—1— Ak k-1 ik
ik =

dp_1

di—1
A\ o d%71ALk+Akk_1A;k
i,k—1 -— an
!
Ai,k T A'ka
o
dy—1 :=dj,_,

A futési id6 szempontjabol a harom tort kiszamitésa a kritikus mtvelet. Ezek hasonlo
struktirajuak, mint a Bareiss-algoritmus (2.3.1) rekurziv formuldja, ezért az ottanihoz
nagyon hasonl6 szamitas alkalmazhato. A kiilonbség az, hogy B helyett D van (de
mindketté dominalja mF-et), és hogy minden miveletet O(n)-szer végziink el, kivéve
a nevezG invertalasat, amelyet kétszer. Ha a 2.3. szakaszban leirthoz hasonld szamitast
elvégezziik, a kovetkez6t kapjuk:

T(cs) = O(m® Mul(mD) + nm?® Mul(D)).
Most tekintsiik a T(6h)-t. Az Osszehasonlitas d;-k és A;;-k segitségével a kovetkezo-
képpen végezhetd el:
dp—ady, + Xj oy < 0dp_,.
A szorzésok (mint a csere esetén) O(m? Mul(D)) ideig tartanak, az dsszehasonlitas ideje
pedig (2.2.25) alapjan O(m?Mul(mD)), igy Osszegezve:
T(6h) = O(m* Mul(mD)).
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Most Gsszeszedjiik a teljes algoritmus futési idejét. A f6 while-ciklus minden lépése
vagy egy cseréls lépés, vagy egy redukcios 1épés (ezeket ne tévessziik Gssze T(cs)-vel és
T(red)-del). A cseréld lépés egy redukeiobol, egy Osszehasonlitasbol és egy cserébdl all, a
redukcits 1épés pedig egy Osszehasonlitasbol és k — 1 redukciobol. A kétféle 1épés futasi
ideje tehat:

T(cs. 1épés) = T(6h) + T(red) + T(cs) = O(m* Mul(m?D) + nm?® Mul(D)),

T(red. lépés) = T(6h) + (k — 1) T(red) = O(nm? Mul(m®D) + n*m Mul(n”H, D)).

Ha N a while-iteraciok szama, akkor a 2.4.7. Lemma alapjan (a 2.4.9. Lemméaval
kombinélva) N = O(n*HKj). Ezért az LLL-algoritmus futési ideje:

Tz (LLL) < N T(cs. 1épés) + N T(red. lépés) =
= N O(nm*Mul(m*D) + n*mMul(n’*H, D)) =
= O(n*mHK;(m Mul(n®m’H*Ks) + n° HKs Mul(n®H))),
ahol — ismétlésként — a jelolések a kovetkezdk:
o H=0(mA+m?F +mlogn) a 2.4.9. Lemma alapjan,

e n a racs dimenzidja,

m az algebrai szamtest fokszama,

F =log(max}, |fi| + 1), ahol f(z) =>"1", fiz’ (fm = 1) a test primitiv elemének,

f-nak a minimélpolinomja,

o A =max! s(b), a bemend vektorok egyiitthatdinak mérete, és

o K;= @, ahol § az LLL-algoritmus paramétere (1/4 < 6 < 1).

Osszehasonlitasként idehozzuk a Z folotti futasi idst is. [25, (1.26) Prop.] szerint
az algoritmus f6 lépéseinek szama O(n?log B), és mindegyik 1épés O(n?) aritmetikai
miiveletet végez O(nlog B) méret egész szamokon. Ha feltiintetjiik a 0 paramétert
is, akkor a lépések szama O(n?log B Ks) (lasd a 2.4.7. Lemma uténi megjegyzést). Ezek
alapjan a futasi idé:

Tz(LLL) = O(n*log B Ks Mul(nlog B)),

ahol B = max?, ||b;||3. A jobb &sszehasonlithatosig kedvéért vezessiik be Z"-ben is az

A :=logmax?_ ||b;]|« jelolést, ekkor log B < 2A + logn, és a futési idé:
Tz(LLL) = O(n*(A 4 logn) Ks Mul(nA + nlogn)).

A kévetkezs tablazatban 6sszehasonlitjuk a futasi id6t kiilonb6z6 Mul(-) fiiggvényekre

Z[0]-ban és Z-ben:
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2.4.15. Tablazat: Az LLL-algoritmus futési ideje

Mul(X) Ty (LLL) Ty(LLL)

X? O(n'm'' (A +mF +logn)’K3}) O(nS(A + logn)3Ks)
Xlog23 O(n"*Sm®(A+ mF + log n)4’2K§’6) O(n*5(A +logn)*°Kj)
Xlog X loglog X | O(n'®(n + m®)m*(A +mF +logn)*K2) | O(n®(A + logn)?K;)

Az utols6 sorban 5(]\7) = O(N log N loglog N), ahogy a 2.3.1. Tablazatnal bevezettiik.

2.4.4. Megjegyzések az LLL-eredményrél

Bebizonyitottuk, hogy az LLL-algoritmus egzakt algebrai szdmok esetén sem okoz
exponencidlis egytitthatéorobbanast, és polinomialis idében végre tudjuk hajtani. Az
algebrai szamos idSkorlat azonban lényegesen rosszabb, mint Z folott, nemcsak az 1j
paraméterek (m és F') miatt, de a tobbi paraméter (n és A) nagysagrendje miatt is.
Ez mutatja, hogy mennyivel nehezebb az egyiitthatoméretet (s(-)) korlatozni, mint a
kozonséges méretet (|-]), példaul mig ||b;]|3 < nB alegtobb i-re, addig s(b;) = O(n® H*Kj).

Az eredmény azonban csak egy nagyon pesszimista elméleti felsé becslés, a gyakorlat-
ban ennél sokkal gyorsabb is lehet. Példaul a f6 1épések szama N = O(n*HKj5), de ez
csak egy elméleti felss korlat, a gyakorlatban gyakran néhany (pl. O(n)) lépés elegendd.
Masik ok, hogy Ly-ra, a racs legrovidebb vektoranak hosszara kiszamitottunk egy elméleti
also korlatot: logLi0 = O(nmA+nm?F +nmlogn). A gyakorlatban azonban nincs
kiilonosebb oka, hogy miért lenne a legrévidebb vektor ennyire kicsi. Ha feltessziik,
hogy ez konstans (azaz O(1)), akkor a futési id6t jo néhany kitevivel csokkenteni tudjuk.
Kénnyen belathato, hogy az egyszert szorzas (Mul(X) = X?) esetén ezzel a két gyakorlati
feltevéssel nt®m!i-t le tudjuk vinni n'®mS-ra.

A szerz6 azt feltételezi, hogy a kitevsk a gyakorlatban tovabb csokkentheték. Ezt a
jovében gyakorlati mérésekkel szeretné alatamasztani, de ez mar tulfesziti ezen elméleti

dolgozat kereteit.
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3. Expanziv polinomok

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben olyan algebrai szamokrol lesz sz6, amelyek 1-nél nagyobb abszolit
értékiiek, és az Osszes konjugaltjuk (azaz a minimalpolinom tébbi gyoke) is ilyen
tulajdonsdgi. Ebben az esetben a polinomot magat expanziv polinomnak nevezziik.
Az elnevezés onnan ered, hogy szoros kapcsolatban allnak az expanziv méatrixokkal (ahol
a sajatértékek 1-nél nagyobb abszolut értékiiek), amelyek novelik a vektorok méretét

bizonyos értelemben (precizebb megfogalmazasért lasd a 3.5.3. Lemmaét).

3.1.1. Fogalmak és jelolések

A 3. fejezetben f(x) egy m-edfokt polinomot jelél (n > 1), amelynek egyiitthatoi

ag, a1, . - -, 4y, gyokei pedig aq, ..., a, (a; € C), azaz
f@)=apa"+ ...+ ax+ag=ay(z— )z —ag)... (2 — ay),

ahol a,, # 0. ElsGsorban egész egyiitthatos polinomokat vizsgalunk (a; € Z), de egyes
eredményeket altalanosabban mondunk ki.

A fejezet legfontosabb fogalma a kévetkezd:
3.1.1. Definici6. Az f polinom expanziv, ha Vo, : |a;| > 1.

Bevezetiink harom mennyiséget a polinom bonyolultsagara:

3.1.2. Definici6. Az f polinom

magassdaga (height): H(f):= mgxox |,
hosszisdga (length): L(f):= Z |,
i=0
Mahler-mértéke: M(f) := |an| Hmax(l, la]).
i=1
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Expanziv polinomok esetén a Mahler-mérték leegyszertsodik: M (f) = |ag|. Ezeknek
a fogalmaknak az a jelentGsége, hogy rogzitett n-re és A-ra csak véges sok olyan legfeljebb

n-edfokd polinom van, amelyre H(f) < A (vagy L(f) < A, vagy M(f) < A).

3.1.2. Korabbi eredmények

Ebben a szakaszban réviden bemutatunk néhany korabbi eredményt az expanziv
polinomokkal kapcsolatban. Elsének lassunk néhany osszefiiggést az egyiitthatok kozott.

A legtrivialisabb allitas a kovetkezd:
3.1.3. Lemma. Ha f expanziv polinom, akkor |a,| < |ag|.

Ez egyszertien kovetkezik abbol, hogy ag = ta,a1as ... ay,.

A fGegyiitthato és a konstans tag segitségével a kozbiilsg egyiitthatokra az alabbi
korlatokat tudjuk adni [10]:

3.1.4. Lemma. Ha f expanziv, akkor

n—1 n—1
al< (32 el + (") ol a<k<n-n,

és ez a legjobb becslés dltaldnosan.

Ennél jobb becslést akkor lehet adni, ha tobb egyiitthatot hasznalunk fel, példaul
[10] adott egy becslést ag-ra és a,_p-ra (k < n/2) az ag, ar, ..., Gg_1 €8 Ap_gs1, ---, Ay
egylitthatok segitségével.

A fenti feltételek sziikségesek az expanzivitashoz, de nem elégségesek. Most azt nézziik
meg, hogy hogyan lehet eldonteni egy polinomrol, hogy expanziv-e. Az Osszes gyokét
kiszamitani és egyenként ellenérizni nem célszert, mert egyrészt nem hatékony, masrészt
n > 5 fokszami polinomokra ez csak numerikusan lehetséges, viszont szeretnénk elkeriilni
a kozelitésekbdl adodo hibakat (példaul ha egy komplex gyok abszolit értéke hibahataron
beliil 1 koriil mozog).

A gyokok kiszamitasa nélkiil eldonthets az expanzivitas példaul a Schur—Cohn-teszt
[15] segitségével. Ez a komplex gyokkeresésre hasznalt Lehmer—Schur-algoritmus [23]
kulcsfontossagti komponense. El6szor definidljuk a Schur-transzformaciot:

3.1.5. Definicié. Az f polinom Schur-transzformadltja a kovetkez6 T f polinom:
Tf(x)=0bya™ + ...+ bz + by,
by, := Qoay — AnGn_f-

Vegyiik észre, hogy b, =0, azaz degT'f < n — 1.
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A Schur-transzformaltra a kovetkez§ allitasok teljestilnek:
3.1.6. Lemma. Legyen g :=Tf.
1. Ha |a,| < |ag|, akkor f-nek és g-nek ugyanannyi gyoke van az eqységkoron belil.
2. Ha |a,| > |ag|, akkor f-nek ugyanannyi gydke van az egységkdron kivil, mint g-nek
azon belil.
3. Mindkét fenti esetben f és g eqységkorre esd gyokei megegyeznek.
A gyokoket mindegyik esetben multiplicitdssal szdmoljuk.
Ebbdl az kovetkezik, hogy f akkor és csak akkor expanziv, ha |a,| < |ag| és g expanziv.

A Schur-Cohn-teszt ezt az éallitast hasznalja rekurzivan:

3.1.7. Algoritmus: Schur-Cohn-teszt

Bemenet: f polinom

Kimenet : expanziv-e
while n > 1 do
if |a,| > |ao| then
t return false
f:=Tf (lasd: 3.1.5. Def.)
return f #0

A fokszam minden lépésben csokken, ezért legfeljebb n 1épésben véget ér az algoritmus.
3.1.8. Példa. Legyen f(z) := 22* + 23 — 142% — 42 + 24, ekkor a Schur—Cohn-teszt a

kovetkezd polinomokat vizsgalja:

f(z) = 22" + 2° — 142* — 4o + 24,

Tf(x) = 322* — 3082 — 98z + 572,
T? f(x) = —1730402* — 462002 + 326160,
T3 f(z) = —23063040000x + 76437504000,
T* f(z) = 5310788203708416000000.

Mivel mindegyik polinom konstans tagja nagyobb abszolit értéki, mint a fGegytitthatoja
(kivéve a konstans polinomot), ezért f(x) expanziv.

A példabol lathaté az algoritmus probléméja: az egyiitthatérobbanas. A Schur-
transzforméalt minden lépésben megduplazhatja az egyiitthatok hosszat, ami exponenci-
alis egytlitthatonovekedéshez vezethet. Természetesen szamolhatnank lebeg&pontosan, és
akkor ez nem jelentene problémat, de akkor a nagy szamok utolsé szémjegyei elvesznének,

és ez akar el is ronthatna a végeredményt.
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Roviden vazolunk egy masik algoritmust is: [11|. Az otlet az, hogy az expanzivitast
egy egyszerd transzformacioval visszavezetjiik egy mésik fogalomra, a stabilitasara:
3.1.9. Definicié. Az f polinom stabil, ha Vo, : Re(a;) < 0.

3.1.10. Lemma. Az f polinom akkor és csak akkor expanziv, ha a kovetkezd g polinom

stabil:

o(z) = (x + 1)nf(°” - 1> _ iai(;ﬁ 1) — 1)

x+1 P
A stabilitast egy egyszerti rekurziv formulaval dénthetjiik el:

3.1.11. Tétel. Ha g(z) = b,x" + ...+ bix + by, akkor legyen
(k)

_ c _
cg V= by, CEO) 1= baiy1, Cgkﬂ) = c(l?l)cz(-kul) - Cz(i)lv
0

ahol0 <k <n-—1¢60<i<n/2 (kilonben ¢; =0). Ekkor g akkor és csak akkor stabil,
ha minden cék)/cék_l) > 0.

[11] szerint ez a modszer akkor viselkedik jobban a Schur—Cohn-tesztnél, ha a polinom
valészintileg expanziv. A probléma azonban tovabbra is adott: ha egzaktul szdmolunk,
akkor az egész szamok hossza itt is minden 1épésben dupldzodhat. Raadéasul racionéalis
szamokat kapunk, amelyek tovabb bonyolitjak a szamolast (pl. egyszertsitések).

Expanziv polinomokkal kapcsolatban megemlitiink még egy probléméat, amellyel itt
nem foglalkozunk: rogzitett fokszam és konstans tag (azaz Mahler-mérték) mellett

keressiik meg az Gsszes expanziv polinomot. Erre ad algoritmust példaul [10, 12].

3.2. Specialis determinansok

A 3.2.1. szakaszban sziikséges és elégséges feltételeket adunk arra, hogy egy valos
egyiitthatos polinom expanziv-e. Ehhez speciélis struktiraju determinansokat defini-
lunk a polinom egyiitthatoibol. A 3.2.2. szakaszban megmutatjuk, hogy ha ezeket a
feltételeket hasznaljuk az expanzivitas eldontésére, akkor ezzel elkeriilhetjik az el6z6
szakaszban bemutatott modszerek problémajat, az egytlitthatéorobbanast, és garantaltan
polinomiélis id6ben kapunk eredményt. Ezutan a 3.2.3. szakaszban &ltalanositjuk a
bemutatott determinansokat, és levezetjiik néhany érdekes tulajdonsagukat, amelyet a
késébbiekben hasznalni fogunk.

Az ebben és a kovetkez6 szakaszban (3.2-3.3.) bemutatott eredmények nagyrészt a

szerz6 kovetkezd publikaciojan alapulnak: [3].
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3.2.1. Az expanzivitas D-feltételei

3.2.1. Definici6. Egy n-edfokt f polinomra minden 1 < k£ < n és mindkét elGjel esetén
legyen D,:f( f) egy k x k méretd determinans, amelynek az i. sordnak j. eleme a kovetkezd:
dij = aj-i £ ipjynr—1 (1 <0, <K),
ahol a talcsordul6 egyiitthatokat nullanak tekintjik, azaz ¢ < O-ra vagy ¢ > n-re a; = 0.

Példaul n = 7-re és k = 6-ra:

g —ay a1 —az a2 —a4 a3 — A QA4 —Ag a5 — ay
—as ap —aq4 a1 —Gas Az —Gg a3 —ar Gy
—Aay —das g —ag a1 — ar a9 as
Dg (f) =
6
—as —0ag —ar Qg ay a2
—ag —az Qo a1
—ar Qg

Ennek segitségével a kovetkezd sziikséges és elégséges feltételeket tudjuk adni az
expanzivitasra:
3.2.2. Tétel. Ha f eqy valds egyiitthatos polinom (Ya € R) és ag > 0, akkor az aldbbiak
teljesiilnek:
1. f akkor és csak akkor expanziv, ha minden k = 1,2,... ,n-re és mindkét eldjelre:
Dif(f) > 0 ( D-feltételek).
2. A k = n-re vonatkozo D-feltételek helyett elég a kovetkezd: f(£1) > 0.
3. A D-feltételeket elég minden mdsodik k-ra feltenni, pontosabban
(a) elégk =n,n—2,n—4,... az (1)-es dllitashoz, és
(b) elegk=n—1,n—3,n—>5,... a (2)-es dlitishoz.
Megjegyzés: az ag > 0 feltétel nem jelent valodi megszoritast, hiszen ha ay < 0, akkor
vehetjiik a polinom ellentettjét, amelynek ugyanazok gyokei, ha pedig ag = 0, akkor a

polinomnak gyodke a 0, tehat biztosan nem expanziv.

Bizonyitds. Felhasznaljuk a Schur—Cohn-tesztet (3.1.7. Algoritmus). A bizonyitdsban
nem tessziik fel, hogy a, # 0, azaz megengedjiik, hogy deg f < n. Konnyen belathato,
hogy a Schur-traszformaltrol szol6 3.1.6. Lemma igy is érvényes marad (feltéve, hogy
ap # 0, de itt amugyis feltettiik, hogy ag > 0). Igy technikailag kénnyebben kezelhetd
a Schur—Cohn-teszt, mert nem kell figyelembe venni a fokszam valodi valtozéasat, elég
n-et minden 1épésben pontosan 1-gyel csokkenteni. Az egyértelmiiség kedvéért ebben a

bizonyitasban feltiintetjiik n-et a D-feltételeken: Di -t frunk D,f helyett.
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1. A tétel elsg allitasat n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk be. A 3.1.6. Lemma
alapjan f expanzivitasa ekvivalens azzal, hogy |a,| < |ag|, és a Schur—transzformaltja,

g :=Tf expanziv, azaz az indukciés lépésben elég bebizonyitani, hogy

Vk € {1,2,...,n—1,n}:Dik(f) >0 <~

(3.2.1)
= an| <laol AVE €{1,2,....n—1}: Dy, (g9) > 0.
Ehhez elegendd két dolgot megmutatni: egyrészt hogy
Dy (f) > 0 <= l|a,| < |ao|, (3.2.2)
méasrészt hogy minden k£ = 2,... n-re és mindkét elGjelre:
|an| < |ag| = (D, (f) >0 <= D, 1(g9) >0). (3.2.3)

Mivel Dy (f) = ao£a,, és feltettiik, hogy ag > 0, ezért (3.2.2) egyszert dtrendezéssel
megkaphato.

Most bebizonyitjuk (3.2.3)-at. Han = 1, akkor (3.2.3) iires allitas, ezért legyen n > 2.

A 3.1.5. Definici6 alapjan ¢ egylitthatoi by = agap — apan_p, igy a D,f_m_l(g)

determinans elemei (1 <i4,j <k —1):

dij = bj—i £ bisjyn—k—1 = (3.2.4)

= ao(aj—i £ npivj—i—1) — An(Anpizj £ a_i_jiri1).

Azt allitjuk, hogy ez megegyezik a kovetkezd (2k — 2) x (2k — 2)-es matrix (D)

determinanséval:
4
A £ Qpyitj—k—1 (1<4,j<k-1),
A—j—j k:tanif'kf 1§Z§k_17k§j§2k_27
diy) = 8 Ot ) (3.2.5)
+0n0; k41,5 (k<i<2k—2,1<j<k-1),
o, (k<i,j <2k-2)
\

Ezt ugy bizonyithatjuk be, hogy oszloptranszforméciokkal kinullazzuk D bal alsé
negyedét (azaz minden 1 < j < k—1 esetén hozzéadjuk a j. oszlophoz a (j+k—1). oszlop
Fa,/ag-szorosat), ekkor konnyt latni, hogy az igy kapott bal fels§ negyed ugyanaz, mint
(3.2.4), csak megszorozva 1/ag-lal, a bal alsé negyed nulla, a jobb als6 negyed pedig az
egységmatrix ag-szorosa, igy a teljes determinans valéban megegyezik Df_l,k_l(g)—vel.
Folytatva a determinans atalakitasat, vegyilik észre, hogy ha ¢« < k és j > 2, akkor
dg)j) = dgg)k_j, azaz ha minden 2 < j < k — 1-re kivonjuk a j. oszlopot a (2k — j)-bdl,

akkor a kovetkezd, egyszertibb struktaraju DM méatrixot kapjuk:
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(

| /\

Aj—i £ Qpyivj—k—1 Jj < k),

(1
0 (
(k+

—_
| /\

i<k k+1<j<2k—2),

i—ané}-_kﬂ,j S S 2k — 2 1 < j < k‘)

adij F @nli—kr106—; (K+1<1i,5<2k—2).

Ennek a determinansa a 0-s blokk miatt két részdeterminans szorzatara bonthato: a bal
fels6 k X k-s részre, amely éppen Dik(f), és a jobb also (k —2) x (k — 2)-es részre, amely
a kovetkezd:

Qo +an

o Tl (a2 —a2) 7 2 k),

T (a3 —a2) % (a0 Fa,) (21F).

+an Qo

(k—2)x (k—2)

Ez a determinans pozitiv, mert feltettiik, hogy |a,| < |ag|. Ebbd&l kévetkezik, hogy a masik
rész, D, (f), valamint a teljes determinans, ami D |, | (g)-vel egyenls, azonos el§jeli.
Ezzel bebizonyitottuk (3.2.3)-at, és ezzel befejeztiik az tétel elss részének bizonyitéasat.

2. A tétel masodik allitasahoz megmutatjuk, hogy

Dyy(f) = f(£1) Dy (). (3.2.6)

Ekkor, mivel a megmarado D-feltételek kozott szerepel, hogy D, . (f) > 0, igy a
Dz, (f) > 0 feltétel valoban lecserélhets f(£1) > O-ra.

A fon( f) maéatrixan végrehajtunk egy olyan hasonlésagi transzforméciot, hogy az

eredményen mar nyilvanvalo legyen a (3.2.6) felbontas. Elgszor bemutatjuk az otletet

egy konkrét példdn n = 4-re: megmutatjuk, hogy Dy ,(f) = f(—1) Dy 3(f):

1 -1 1 -1 ag— a1 a1 — Qg Gy — Az a3 — Gy 1 1 0 0
0 1 -1 1 —Qy Gy — a3 a1 — Ay Qo 01 1 0
00 1 -1 | a5 -a a @ 00 1 1|
0 0 0 1 —ay ag 0 0 0 1
—ao—a1+a2—a3—|—a4 |
B —Qo + a3 — ayq agp — Qo A1 — a3z G — Q4
- a4 — as —as Qg — a4 ay
i —ay —ay ap |

43



Altalanos esetben legyen a jobb oldalon 1évé hasonlosagi matrix egy felsé bidiagonalis
matrix, amelynek a f6atlojaban 1-esek, a folotte 1évs atloban pedig F1-esek vannak (ahol
T az ellenkez6 elGjelt jelenti, mint a D, (f) indexe). Ennek az inverze (a bal széls6
métrix) egy fels6 haromszogmatrix, melynek elemei ¢; ; = (+£1)77%, ha i < j. A kiindulési
(kbzéps6) matrix elemei a 3.2.1. Definicié alapjan d;; = aj_; & a;4;—1. Ekkor kénnyt

latni, hogy a szorzat bal fels6 eleme, ahogy a példaban is, valoban f(+1):

n

diy =) (ED) iy =ag+ Y (£1)'a = f(£1).

=1 =1

Most kiszamitjuk az eredményt a masodik oszloptél kezdve (j > 2):

n

;=) ()7 (dy Fdiyja) =

=t

=) (=D (@51 = aja) — ()" a0 — ayj ) =

=t
= (£ 7 am — airj—2) = (ED" 7T (@jon1 — angj1) =
= Qj—i — Gjtj—2.

Ha i > 2, akkor ezzel megmutattuk, hogy a jobb als6 (n — 1) x (n — 1)-es aldeterminéans

valoban D,

miatt ebbdl mar kovetkezik a (3.2.6) felbontas.

(f), ha pedig ¢ = 1, akkor ezek az elemek 0-k. A determinans szabalyai

3. A tétel harmadik részéhez a (3.2.1) egy modositott valtozatat kell bizonyitani, a mar
bizonyitott (3.2.2) és (3.2.3) felhasznalasaval. A (3.2.1)-beli {1,...,n} és {1,...,n — 1}

indexhalmazokat lecseréljiik valamilyen K és K’ részhalmazukra:
Vke K : Dy (f) >0 < |an| <lao| A VE € K': Dy, (g) > 0. (3.2.7)
Két bizonyitando allitas van, a tétel 3/(a) és 3/(b) része. Ezt és az n paritasat
figyelembe véve négy eset van:
(@), 2|n: K={2,4,....,.n—2,n}, K'={1,3,....,n—3,n— 1},
(@), 24n: K={1,3,...,n—2,n}, K'={24,....,n—3,n— 1},
(b), 2|n: K={1,3,....n—1,n}, K'={2,4,...,n—2,n— 1},
(b), 2¢tn: K={2,4,....n—1,n}, K'={1,3,...,n—2,n—1}.

A (b) résznél azért hagytuk benne a k = n-et, hogy lecserélhessiik f(4+1) > 0O-ra

ugyanugy, mint a tétel méasodik részének bizonyitasdban.
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A (3.2.7) ,<=" iranya mind a négy esetben igaz, mivel (3.2.2) és (3.2.3) miatt elég
hozzéa az, hogy Vk > 2 : k € K <= k—1 € K'. A, =" irany viszont csak akkor miikodik,
ha 1 € K, ami a négybdl csak két esetben teljesiil. A mésik kettében megmutatjuk, hogy
a k = 2 esetbdl, azaz hogy DiQ(f) > 0, kovetkezik a k = 1 eset, Dil(f) > 0:

Dy o(f) = aolao & an—1) — ap(a, £ a;) >0 <
= aj —a’ > |aga,_1 — ana,| =
= ag—ap >0 < |a,| < |ag| <= D 1(f) >0,

és ezzel befejeztiik (3.2.7), és igy a tétel harmadik részének bizonyitasat. [ |

Kiemeljiik még egyszer, hogy a tétel csak valds egylitthatés polinomokra igaz.
Ezt kulcsfontossagi modon kihasznéaltuk a (3.2.2) ekvivalencia bizonyitasaban, ahol

felbontottuk az |a,| < ag feltételt ag £ a,, > O-ra.

3.2.2. Az eldontési algoritmus

Az aldbbiakban megvizsgéljuk az el6z6 szakaszban bebizonyitott 3.2.2. Tételt haté-
konységi szempontbol. ElGszor szemléltetjiik a mikodését egy példan keresztiil.
3.2.3. Példa. Legyen a 3.1.8. Példabol f(x) := 22 + 23 — 142? — 4x + 24, ekkor a 3.2.2.

Tételben szereplé mennyiségek a kovetkezsk:

v 38 —5 —16
Dy (f) =122, D;(f)= ) =540, Dy (f)=|-1 22 —4]|=19200,
—2 0 24
10 -3 —12
Df(f)=26, Dy(f)= 225 ;j =604, Dij(f)=|1 26 —4|=6960,
2 0 24

f(=1) =15, f(+1)=09.
Mivel mindegyik mennyiség pozitiv, ezért a polinom expanziv. Az is lathato, hogy ezek
az értékek joval kisebbek, mint amiket a Schur—Cohn-teszt produkal (3.1.8. Példa).
Ha a 3.2.2. Tételt a gyakorlatban szeretnénk alkalmazni, akkor célszerd el6szor a
legegyszeriibb feltételeket kiértékelni, majd rendre az egyre bonyolultabbakat, hogy ha
valamelyik nem teljesiil, akkor minél hamarabb leallhassunk. A tétel 1. és 2. része alapjan

a kovetkezd algoritmust frhatjuk fel:
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3.2.4. Algoritmus: Expanzivitas eldontése a 3.2.2. Tétel alapjan

Bemenet: f € Z[z] polinom
Kimenet : expanziv-e
if ap = 0 then

t return false

if ¢y < 0 then

=
if |a,| > ao then

t return false
if f(1) <0V f(—1) <0 then

t return false

for k:=2ton—1do

if D, (f) <0V D{(f) <0 then
t return false

return true

Az algoritmus legelején biztositjuk a tétel ag > 0 feltételét. A k = 1-es D-feltételek
az ekvivalens |a,| < a¢ formaban szerepelnek, és ezzel kezdjik, mert ezt a leggyorsabb
kiértékelni. Gyorsithatjuk az eljarast a tétel 3. részének segitségével, miszerint a D-
feltételeket elég csak minden méasodik k-ra ellendrizni (k = ..., n —5,n— 3, n — l-re).
Az els6 néhény k-t azonban ennek ellenére érdemes paritastol fiiggetleniil megvizsgélni,
mert gyorsan adhatnak negativ eredményt, és nem keriilnek sokba.

Most megvizsgaljuk az algoritmus futasi idejét a legrosszabb esetben, azaz ha minden
feltételt ellendrizni kell, példaul mert a polinom expanziv. A legfontosabb lépés, amit
elemezni kell, a D% ( f)-ek kiszamitasa. A determinansok mérete legfeljebb (n—1)x (n—1),
elemei pedig a; & a; alaktak (lasd a 3.2.1. Definici6t), vagyis abszolit értékiik legfeljebb
2H, ahol H := H(f) az f magassaga (3.1.2. Definici6). Ezért a determinansok altalanos
tulajdonsagaibol (lasd: (2.2.16)) konnyen lathato, hogy log ‘D,f(f)‘ < nlog(2nH), vagyis
méretiik valoban polinomialis. Ez azonban még nem elegendds, mert vigyazni kell arra
is, hogy a determinansok kiszamitasa soran se legyen egyiitthatérobbanas, ami nem
megfelel§ algoritmus esetén el6fordulhat (pl. a Gauss-eliminécié naiv alkalmazasakor).
Ezt elkeriilendd, a 2.3. szakaszban targyalt Bareiss-algoritmust hasznaljuk. Ennek futasi
ideje O(n®Mul(nA + nlogn))) (2.3.3), ahol A az elemek hosszénak felss korlatja, jelen
esetben A = log(2H), a Mul(-) jelolést pedig a 2.2.2. szakasz elején definialtuk az

egész szamok szorzasanak bonyolultsagara. A teljes eldontési algoritmus O(n) ilyen
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determinanst szamit ki, ezért futési ideje 6sszességében:

Tp,u(D-exp) = O(n* Mul(nlog(nH))),
ami hagyomanyos egészszorzas (Mul(X) = X?) esetén O(n®log®(nH))-t jelent. Megmu-
tattuk tehat, hogy a 3.2.2. Tétel polinomialis idében alkalmazhato.

3.2.3. Altalanositas: D-polinomok

Ebben a szakaszban altalanositjuk a Df( f) determinansokat polinomokka. Beirunk
a definici6jukba egy 4j valtozot, és megvizsgaljuk az igy kapott determinans-polinomok
tulajdonsagait. Példaul segitségiikkel feltételeket tudunk adni az expanzivitas altalano-
sitasara, azaz hogy minden gyok abszolut értéke nagyobb egy adott konstansnéal (ami
expanzivitasnal 1).
3.2.5. Definicié. Legyen 52,[(]”)(3:) hasonl6, mint Dif(f) a 3.2.1. Definici6 szerint, de

minden a; helyére a;z/-t frunk, azaz a determinans a kovetkezd elemekbél all:

dij = a; @ £ QgL (1< < k).
Az igy kapott kifejezéseket D-polinomoknak nevezziik.

Példaul n = 7-re és k = 6-ra:

ag — CLQI‘Z a1 — a3x3 CLQ.I’2 — (1,4I4 a3x3 — CL5I’5 (Z4I4 — aﬁxﬁ CL5JJ5 — a7m7
—(Igl’g ag — (14$4 ai1r — a5x5 CLQIL’Q — CL6.I6 0,3273 — a7x7 CL4I‘4
~ —ayz? —as1’° ag — agr®  ayx — ara” ay? asz>
Dg (f)(z) = 5 6 . 9
—asT —Qagl —arx Qo a1x a2
—agz® —arz’ ag ax
—az’ a

A sima D-k és a D-polinomok kozott kozvetlen kapcsolat van: egyrészt természetesen
DE(f)(1) = DE(F), mastészt pedig ha f,(x) == f(zy), akkor DE(f,) = DE(F)(w).

Ezt felhasznalva a kévetkezt kapjuk:
3.2.6. Kovetkezmény. Ha f eqy wvalos egyiitthatds polinom, melyre ag > 0, akkor
barmely s > 0 konstansra f-nek pontosan akkor lesz minden «; gyokére |a;| > s, ha
a 3.2.2. Tételhez hasonld feltételek teljesiilnek, de minden Di(f) helyett ﬁ,f(f)(s)—et
frunk, és f(£1) helyett f(+s)-et.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.2.2. Tételt fs(z) := f(sx)-re, ekkor az |a;| > s feltételek

f-re ekvivalensek az f, expanzivitasaval. |
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A D-polinomoknak tovabbi érdekes tulajdonsagaik vannak:
3.2.7. Lemma.
1. A 52:(]”)(@ konstans tagja af, fétagja pedig akx*™, de az utobbinak van egy eldjele,
ami a paraméterektdl (k és +) figg.
2. Ak=n—1,n-3,n—5,... paraméteri 5f(f)(x)-ek kifejtésében kizdrdlag pdros
kitevoyd x-ek szerepelnek.

3. A 5;_1(f)(x1/2) polinomnak a kovetkezd (;) gydke van: o;o; minden i < j-re.

Bizonyitds. (1) A lN?,f( f)(z) determindnsnak mind a k sordban egyetlen legkisebb és
egyetlen legnagyobb z-hatvany van, ag és ta,x". Az el6bbiek a f6atloban vannak, igy
az egész determinans konstans tagjat 6k adjék: af, az utébbiak pedig a mellékatloban
helyezkednek el, igy a fotag (—1)%/2)(£1)kak 25" lesz.

(2) Szorozzuk meg a 52:( f)(z) determindns minden i. sorat x'~'-nel, és osszuk le
minden j. oszlopat 27 !-nel. Ezaltal a determinins nem valtozik, az 1j elemek pedig a

kévetkezok lesznek (v6. 3.2.5. Definicio):

7 2i+n—k—1
dij = @i & Qi jyn—r1T ;

amelybdSl mar nyilvanvald, hogy ha n — k — 1 péros, akkor x-nek csak péros kitevéi
szerepelnek benne. (Megjegyzés: ha x = 0, akkor ez a transzformécié nem mikodik, de
akkor a két determinans trividlisan egyenld.)

(3) Elsszor alkotunk egy n?-foki polinomot, amelynek gydkei aya; (1 < 4,5 < n).
A 2.1.8. Tételbdl és a 2.1.6. Definiciobol kovetkezik, hogy a kovetkezd polinom ilyen:

Flo) = res, (11 (2). 1)) = (-1

(x — a40y).
1

n
1=

1j=
A rezultansok kifejezhet6k a Sylvester-méatrix determinansaval [14, Lemma 3.3.4.], ami

jelen esetben 2n x 2n-es, és a kévetkezSképpen néz ki:

Qo ap
a1x Qo Ap—1 QAp
2 . . :
2™ a1 . : Ap—1
2 . . .
asx c. CLO aq . T Qpn
F(r) =
anx” ooar ag ap A1
n 2
Ap L a2 Qo
a1
a,x" ag
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A tortkitevok elkeriilése végett F'(x) helyett F'(x?)-tel szamolunk. Megmutatjuk, hogy
ezt fel tudjuk bontani a kévetkezGképpen:

F(z*) = D (f)(z) - D; (f)(x). (3.2.8)

A fenti métrixot egy hasonldoséigi transzformaciéval atalakitjuk tgy, hogy a determinans ne
valtozzon, és az eredménybdl mar nyilvanvalo legyen a felbontéas. Ezt elGszor bemutatjuk
egy példan (n = 3):

x? Qo as x 2
2 —1
€T ayxr Qo Qo Qg T
4 2
1 arx* a1 x apg Qi Qg a3 1
r 1 asx8 asxt a1x? ap a; as —z 1
x? x ! (131'6 CLQIL‘4 ag a1 —z? x
z3 x 2 asz® ao —z3 x?
ap —asx? asz?
3 2 2
aixr ag — asx —Qok as L asx
2 3 _ 2 _ 2
a9 asr- a1 a2~ Qg a1xr aq a9 asx

x4+ ay asx? + ax a3z + asx?

asx?  asx® + ag aLx

CL3I3 Qo

Altalanosan jeloljiik M-mel az eredeti matrixot, és alkalmazzunk ra az UMV = N
(U = V') hasonloéségi transzformaciot a kovetkezékkel:

(

a;_;a¥% (1< j<n),
mi; = ka]_z <n+ 1<j5< 2n),
( A
e i (1<i=j<n),
gLl (n+ 1 <d=j < 2n),
ot = It gt (1 =2n—j 41,1 <j <n),
0 (egyébként).

\
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A matrixszorzasok elvégzése utan a kovetkezoket kapjuk:

(az_ nti=2j (1<14,5<n),
M), - aj_x"" 1<i<nn+1<j<2n),
aifjx”“_QjH + agn,i,jﬂx‘g”_i_%“ (n+1<i<2n,1<j<n),
\aj_z-x”_”l + Qigjop-12" (n+1<i,j<2n),
.
Qi — agp_i 2T (1 <4, <n),
UMV aj_xi~ 1 1<i<nn+1<j<2n),
N v 0 m+1<i<2n,1<j<n),
\aj_ia:j_i + Qipjonax T (41 <, 5 < 2n).

Lathato altalaban is, amit a példan is lattunk, hogy a jobb als6 negyed pontosan
D (f)(x), a bal felss negyed D7 (f)(x), csak fejjel lefelé (azaz kézéppontosan tiikrozve),
a bal als6 negyed pedig nulla. (Ismét meg kell jegyezniink, hogy =z = 0 esetén a
transzformécié nem mikodik, de ekkor trividlisan det M = det N.) Ezzel megmutattuk
a (3.2.8) felbontast.

A 3.2.2. Tétel masodik részének bizonyitésabol tudjuk, hogy DE(f) = f(+1) D, _,(f).
Ezt ki tudjuk terjeszteni D-ra, ismerve a D és a D kozotti kapcsolatot (lasd a 3.2.5.
Definici6 uténi megjegyzést): D(f)(z) = f(+2) D;_,(f)(x). Ennek segitségével tovdbb
tudjuk finomitani a (3.2.8) felbontast:

F?) = (@) f () (D)) (329)

Vizsgaljuk meg ennek az els§ felét:

n n

f(x)f(—x) ZanH(:v—ozi) '%H(—x—az H T —a

i=1 i=1
Térjiink vissza F(2?)-r6l F(x)-re, azaz x helyére frjunk mindeniitt xl/ 2_t. Lathato, hogy
f(zY2) f(—2'/?) egyrészt polinom, mésrészt a gydkei a? (1 < i < n), azaz pontosan az
f(x) gyokeinek négyzetei. Ezért F'(x) Osszes tobbi gyoke kétszeres (oo; = aja; minden
i # j-re), tehat a (3.2.9) felbontas alapjan D, (f)(z'/2) gydkei pontosan ezek fele lesz,
vagyis ooy (1 < 7). [ |
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3.3. Als6 korlatok az expanzivitasi hézagra

Ebben a szakaszban arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy egy egész egyiitthatos
expanziv polinomnak milyen kicsik lehetnek a gyokei, azaz mennyire keriilhetnek kozel a
komplex egységkorhoz. Ennek mérésére a kovetkezd mennyiséget hasznaljuk:

3.3.1. Definici6. Ha f egy expanziv polinom (azaz minden «; gyokére |a;| > 1), akkor
az alabbi szamot f expanzivitdsi hézagjanak nevezzik:
€= I{lil{1|0zz| -1

A kérdés tehat az, hogy € mennyire lehet kicsi. Ez a probléma hasonlit a hires Lehmer-
sejtésre [24], amely szerint egész egyiitthatos polinomok Mahler-mértéke (3.1.2. Definicio)
vagy 1, vagy legaldbb p ~ 1,176, mas széval ha a polinomnak vannak 1-nél nagyobb
abszolut értéki gyokei, akkor ezek szorzata nem lehet tetszélegesen kozel az egységkorhoz.

Az altalunk megfogalmazott kérdésnél azonban nem ez a helyzet, ahogy azt a

kovetkezd két egyszerd példa is mutatja:

flz) =a"—2 (n € N*) — e=42-12%0,
1 4soo
f(z) = Az — (A+1) (A € N - 6:ZA—>O.

Lathato, hogy az expanzivitési hézag mindkét sorozatban tetszélegesen kicsi lehet. Az
elsénél a korlatlan fokszam, a mésodiknal pedig a korlatlan méretd egyiitthatok tették
lehet6vé ezt. De mi a helyzet akkor, ha mind a fokszamot, mind az egyiitthatokat
korlatozzuk? Egész egyiitthatokrol 1évén szo, csak véges sok ilyen polinom van, tehat
kell hogy legyen e-nak pozitiv als6 korlatja. Ebben a szakaszban ezzel fogunk foglalkozni:
keresiink egy explicit alsé korlatot a fokszam és az egyiitthatok méretének fiiggvényében.
Az utobbi szamszertsitésére tobb lehetdségiink is van, példaul hasznalhatjuk a polinom
magassagat (H(f)) vagy hosszusagat (L(f)), a 3.1.2. Definici6 alapjan.

Az expanzivitasi hézagot visszavezetjik valos algebrai szamok tavolsagara. Ha ugyanis
az egységkorhoz legkozelebbi gyok «, akkor ¢ = |a| — 1, ami két valos algebrai szam
(|| és 1) tavolsaga. A probléma az, hogy hogyan tudjuk kezelni |a|-t, példaul felirni a
minimalpolinomjat. Valos « esetén ez konnytd, mert |a] = +a, de tetszoleges komplex
a-ra nehéz. Ehelyett azt hasznaljuk, hogy |a| = vaa, igy ha |a| kézel van az 1-hez, akkor

aa—1
2

la] — 1~ , vagyis |a helyett elég az a@ algebrai szammal foglalkozni. Ez utébbinak

pedig, a 3.2.7. Lemma alapjan, az egyik D-polinomboél képezhet6 a minimélpolinomja.
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3.3.1. Liouville-tipust korlatok

Algebrai szamok kozotti tavolsag alsod becslésére gyakran hasznélt eszkoz a Liouville-
egyenldtlenség [34, Prop. 3.14]:
3.3.2. Tétel. Ha f és g egész egyiitthatos polinom, f(a) =0 és g(a) # 0, akkor

1 n—1 degg
oy < Moy,

ahol L(g) a g hosszusdga, és M(f) az f Mahler-mértéke (3.1.2. Definicid).

A Liouville-egyenlGtlenség segitségével becsiilni tudjuk az expanzivitasi hézagot. A
formulék egyszertisitése miatt alsd korlat helyett a reciprokra adunk felsé korlatot.

3.3.3. Tétel. Ha f eqy egész egyiitthatds expanziv polinom és « eqy gyoke, akkor
1 21 qy| (a € R),

1 <

ol — 2(D|ag/" 1 +1 (a € C\R).

Bizonyitds. Ha « valos, akkor alkalmazzuk a Liouville-egyenlGtlenséget (3.3.2. Tétel)

g(x) = x + 1-re, kihasznélva, hogy expanziv polinomra M (f) = |aol:
1
lao £ 1|

és ebbdl megkapjuk az allitas valos részét.

< 2" Hay), (3.3.1)

Ha « nem valos, akkor (3.3.1)-et alkalmazzuk « helyett aa-ra. Mivel a és @ is gyoke
f-nek, ezért a@ a 3.2.7. Lemma alapjén gyoke F(z) := D, _,(f)(z"/?)-nek. Ez utobbi
polinom (g)—edfokﬁ, expanziv, és a konstans tagja aj ', ezért (3.3.1)-bdl a ,,—" elGjel

hasznalataval a kévetkezs egyenlGtlenség lesz:

1 N
o7y < 28 ol

1

5, ahol B a fenti formula jobb oldala.

Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy |a]? = aa > 1 +

A bizonyitast a kovetkezo elemi egyenlStlenség alkalmazasaval fejezziik be:

1 1
l1+—=—>14+ —— 3.2
\/ +B> +ZB+1’ (3.3.2)

ahol B tetsz6leges pozitiv szam. |

Erésebb korlatot adhatunk, ha a konstans tag mellett a fGegyiitthatot is felhasznéljuk:
3.3.4. Tétel. Ha f eqy egész egyiitthatds expanziv polinom és « eqy gyoke, akkor

1 2"7%(|ao| + |an|) (a € R),
ol =17

2(">) (Jag) + |an])* T +1 (a € C\R).
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Bizonyitds. Az el6zd tételben felhasznaltuk a Liouville-egyenlGtlenség egy specialis esetét,
(3.3.1)-et. Ezt le fogjuk cserélni egy erdsebb allitasra, de ehhez elészor bebizonyitjuk.
Osszuk le az f(z) = an(z — o) (2 — a2) ... (x — ) alakot az els6 gyoktényezGjével,

helyettesitsiink be x = +1-et, és vegylik az egész abszolit értékét:

|f<i1
1 e \an\H\:Izl—al

A bal oldalt alulrél becsiilhetjiik azzal, hogy | f(£1)| > 1, mert f expanziv (igy f(£1) # 0)
és egész egylitthatés. A jobb oldalt feliilrsl becsiiljiik:

1 |f(£1)]
< < n 1 (3
1oy SThl—ag =10 ‘H +lail)

1 " .-
< 5’@n|H(1 + o)) < 5\%\ HQW, = 2""aol,
=1 1=1

ebbdl pedig mar kévetkezik (3.3.1).

A (3.3.1) javitasahoz lecseréljiik a fenti levezetésben az utolso egyenl6tlenséget. Az
elétte 1evs kifejezést elnevezziik £ f(1)-nek, ehhez definialunk egy f polinomot gy, hogy
a gyokei —|a;| legyenek, pontosabban:

(@) = ana™ + ...+ arx + ag = |an|(z + |oa|) (@ + o)) . .. (z + o))
Az el6z6 levezetésbdl tehat, ha az utolsé egyenlGtlenséget mar nem alkalmazzuk, az
kovetkezik, hogy i ﬂ‘ 5 1£(1), és innen fogjuk masképp folytatni.

Ehhez el6szor bebizonyitunk egy allitast, amelyet tobbszor fogunk alkalmazni: ha f
expanziv polinom (tetszéleges komplex egyiitthatokkal), akkor

@) < (1 [2)" (|anl|z] + |ao]). (3.3.3)

Ez kénnyen kijon a 3.1.4. Lemma alkalmazasaval:

|<Z|akuxr <Z(( Dieat+ ("5 oot =

=S (" ettt

és a binomialis tétel kiadja (3.3.3)-at.

Ezutan mar csak alkalmaznunk kell (3.3.3)-at az expanziv f-ra, és az \aiu < 1)

N =

egyenlGtlenség folytatasdval megkapjuk a tétel allitasat valos a-ra.
Ha o« nem valds, akkor hasonléan kezdjik el, mint fent, csak « és f helyett aa-ra

és F-re, mint az el6z6 tétel bizonyitasdban. Legyen F' hasonlo, mint f , csak f helyett
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F-bél. Ekkor a fentihez hasonléan azt kapjuk, hogy F (1), és ezt kell tovabb

< 1
aa1—2

becsiilni. F (1)-et a kovetkezSképpen irhatjuk fel:

D=1 (|an|ﬁ<1+ |az-||am|>) 11 (|am|m—1fm_1(ai)),

m=2 i=1 m=2 | m|

ahol f,,(x) := |ay|

alkalmazhatjuk ra

(x + |aq]) ... (z + |am|). Ez utdbbi is egy expanziv polinom, vagyis
(3

.3.3)-at, folytatva az el6z6t:

< T+ o)™ 2lanl(1+ faa] - . o)) =

=8

jan| (14 fen] (T + |aa]) . (1 + |an]).

N
Il
)

Ha a [[-ban 1év6 szorzatot egy expanziv polinom gyoktényezss alakjanak tekintjiik,

amelybe behelyettesitettiink = = 1-et, akkor alkalmazhatjuk ra (3.3.3)-at ismét:

n

H 2" a,|(1+ |ay] . . . |om|) = 2" )(la"‘—i_‘%l)

=2

Ezutan a bizonyltast hasonloan fejezziik be, mint a 3.3.3. Tételét. |

3.3.2. A determinasokbdl addédoéd korlatok

Az expanzivitasi hézag eddig bemutatott becslései (3.3.3. és 3.3.4. Tétel) a Liouville-
egyenlGtlenségen és az expanziv polinomok alaptulajdonsagain alapultak. Az egyiitthatok
koziil csak a konstans tag és a fGegyiitthato szerepelt benniik, viszont az (n-t6l fiiggs)
szorz6 hatalmas volt (pl. 2(3)) Ebben a szakaszban olyan becsléseket adunk, amelyekben
ez a szorzb kisebb, viszont cserébe megjelenik az Gsszes tobbi egytitthato is. Két tételt
bizonyitunk, az egyikben a polinom magassaga (H(f)), a masikban a hosszusaga (L(f))
szerepel (3.1.2. Definici6o). A tételekben hasznaljuk a D-feltételek és a D-polinomok
3.2. szakaszban targyalt tulajdonsagait.

3.3.5. Tétel. Ha f eqy egész egyiitthatos expanziv polinom és o eqy gyoke, akkor

S (Gl T (o em),
- 1 - n n— n
o MnH(f)" 1+ (3)+1 (e €C\R).
Bizonyitds. Mivel |f(£1)] > 1, ezért ha egy € pozitiv valés szamra megmutatjuk, hogy

|f(£(14+¢€)) — f(£1)] < 1, akkor f-nek nincs 1 + € abszolut értéki valos gyoke. Ha ez

minden € < gyp-ra igaz, akkor minden valos gyok abszolat értéke legalabb 1 + &.
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f(1+¢e)-t a kovetkez6képpen lehet (véges) hatvanysorba fejteni:
as| (n) 1
fa+e) =+ fme s LTy LW
f(—1—¢)-t hasonloan, csak néhany elGjel negativ lesz. Becsiiljiik meg az egyiitthatokat:

(w5 () - (2

k!

ezt felhasznalva:

|f(£(1+€)) -

- 0 g <z

Konnytd megmutatni, hogy tetszoleges A, B > O-ra:

- 1
"B<1 < — 3.4
kEI(Aa) B < = €_A(B+1), (3.3.4)

és ezt alkalmazva megkapjuk az allitast valos a-ra.

Ha a nem valés, akkor akarcsak az el6zé tételekben, F-fel szamolunk f helyett
(lasd a 3.3.3. Tétel bizonyitasat), és legyen F(z) = Ayz™ + ... + Az + Az + A,.
Ennek fokszéma N := (}), és F(1) = D,_,(f), ami felirhat6 egy (n — 1) x (n — 1)-es
determinansként, amelynek minden eleme vagy 0, vagy =+a;, vagy a; — a; alaka (lasd
a 3.2.1. Definiciot). Fejtsiik ki ezt a determinanst teljesen (lasd (2.2.16)-ot), és szorozzuk
ki az Gsszes a; — a; elemet is, igy egy kovetkez6 alaku kifejezést kapunk:

1) = ZN:A, Z(i]‘h) (3.3.5)

=1

ahol s; ; az i. tag azon tényezdjének indexe, amely a determinéns j. oszlopdbdl van, és
T, a kifejtésben szerepls tagok szama. Jeloljik tovabbé TV 1el az Aj-hez tartozo tagok
szamat, méas szoval azon tagok szamat, amelyekben az indexek osszege [. Ekkor a fentibél

|A| < TT(Ll)H(]‘ﬁ)”*1 Osszesen pedig:

1)] < Z |A)| < Z =T H(f)" L (3.3.6)

T,-re a kovetkezsképpen adhatunk korlatot. Illusztracioként tekinthetjiik a 3.2.1.
Definicié utani példat. Fejtsiik ki a determinanst soronként, az utolsé sortél az elsdig.
Az utols6 sorban két tag van, igy a kifejtéskor két valasztasi lehetGség van. Az utolso
el6tti sorban 4 tag van, de az egyik alatti tagot méar kivalasztottuk, igy kifejtéskor csak
3 valasztési lehetéség marad. Minden tovabbi sor két 4j tagot hoz be (az a; — a; alaki
elemeket duplan szamitva), de mindig eggyel t6bb oszlopot zarunk ki (ami egy vagy két

tagot jelent), ezért mindig legfeljebb eggyel tobb valasztasi lehetGség van, mint az alatta
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1évs sorban. Ha ezt végigvissziik, akkor Osszesen legfeljebb 2 -3 -4 - ... n lehetGségiink
van tagokat alkotni a kifejtésben, tehat T;, < n!.

Kovetkezésképp (3.3.6)-bol azt kapjuk, hogy Zl]\io |A;] < nlH(F)""'. A tétel els6
részéhez hasonloéan folytatjuk, de f helyett F-re:

RIS (B a < (7 )21A1|<( Jutitry

k! B
1=k
Ehelyett azonban egy picit jobb felsé korlatot adunk, egészen pontosan egy kettes

szorzoval. Ehhez felhasznaljuk a determinans (3.2.1. Definicid) szimmetriajat: ha az
ag, ay, ..., a, sorozatot megforditjuk, azaz minden a;-t lecseréliink a, ;-re, akkor a
determinansnak legfeljebb az elGjele valtozhat. Ebbdl kovetkezik, hogy a kifejtésben
minden []a; tagnak van egy parja, [[ a,_; (ami lehet 6nmaga is), esetleg eltérs elGjellel.
A D-polinomok definiciojat (3.2.5. Definici6) felhasznalva ebbdl arra jutunk, hogy A; és
An_; ugyanannyi ] a; tagot tartalmaz, azaz 7Y = quN_l), tehat parosithatjuk ¢ket, és
igy a fentinél jobb korlatot tudunk adni:

S () (1))
< %qf_vox((li) n (N - l)) gT,ﬁl)H(f)“—l < %(ij ) W ()

Ezt a korlatot alkalmazva:
N

F®(1) ,
> B

k=1

[F(1+¢) - F(1)| =

ST O

allitasunkat felhasznélva ezt kapjuk:

~—

A hatvanysorra vonatkozoé (3.3.4

1 N
=>=(nH(f)" ' +1
-2 5 (H()" ),
amelybdl a szokasos modon, (3.3.2) segitségével tudjuk befejezni a bizonyitast. |

3.3.6. Tétel. Ha f eqy egész egyiitthatds expanziv polinom és o eqy gyoke, akkor
1 _ nL(f)+n (a € R),
- 1 - n n— n
o 2(5)L(f)" ' +2(3) +1 (e € C\R).

Bizonyitds. A bizonyitas megegyezik az el6z6 tételével, kiveve az |f*F)(£1)/k!| és az

|F*)(1)/K!| becslését. Az elsé (ami akkor kell, ha o valés) igy modosul:

’fk) (1) ‘ S () k(‘,i)a < (Z) g\ajl < (Z)L(f)-

J=k
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A masodikhoz (ha o nem valés) elegends n!H(f)" !-t lecserélni L(f)" '-re, azaz
megmutatni, hogy Z;\Lo |A;| < L(f)"!. Tekintsiik a (3.3.5) kifejtést. Vegyiik észre, hogy

a determinans minden oszlopaban minden egyiitthaté legfeljebb egyszer szerepel, ezért a

kifejtésben egyik (s;1, Si2, - .., Sin—1) indexsorozat sem fordulhat el6 tébbszor. Igy ha
ezen T,, darab sorozat helyett az 6sszes lehetséges indexsorozatot vessziik (1,1,...,1)-t6l
(n—1,n—1,...,n — 1)-ig, akkor nem csokkenhet az érték:
N Tn n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
SIS 31 (ES 3 0 o | N ECIL N
1=0 i=1 j=1 i1=lig=1  ip_1=1j=1

3.3.3. Korlatok o0sszehasonlitasa

Az alabbi tablazatban Osszehasonlitottuk az -re bebizonyitott kiilonféle korlato-

la]-1 | 1
kat. Az elhanyagolhat6 tagokat nem tiintettiik fel.

3.3.7. Tablazat: Az expanzivitasi hézag korlatjai

aeR acC\R
3.3.3. Tetel | 2" |ao| 2(2) |1
3.3.4. Tétel | 2~2(|ao| + |an]) | 202" (ao] + |an|)"~!
3.3.5. Tetel | ("JNH(f) (S)ntH(f)" !
3.3.6. Tétel | nL(f) 2(5)L(f)™

Lathato, hogy a valds korlatok ¢, A alakiak, a nem valosak pedig ¢/, A"~! alakiiak, és
mindegyik esetben az utobbi a nagyobb (legalabbis n > 3-ra).
Most Gsszehasonlitjuk az egyes sorokat mindkét oszlopban. ElGszor is,
|ao| < lao| + |an| < L(f), laol +lan| <2H(f), H(f) < L(f),
vagyis egyik sor sem egyértelmtien jobb (kisebb), mint barmelyik alatta 1évs. Masodszor,
mivel expanziv polinomokra |a,| < |ag|, ezért a méasodik sor hatarozottan jobb, mint az

els6. Az |ag| + |an| és a H(f) Osszehasonlitasara az egyiitthatok kozotti egyenlStlenséget

(3.1.4. Lemma) és a Stirling-approximaci6t (v2rn(2)" < n! < ey/n(2)") hasznaljuk:

n—1 n—1
() = wclon] < g (2 Yloul 4 (") bl ) <
n—1 e 271
< (") el + louh < EFlenl + .
2

Ebbdl lathato, hogy a harmadik sor altalaban nem jobb, mint a masodik. Az alabbiakbol

lathato az is, hogy a negyedik sem jobb a masodiknal:
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Mﬁ—f&Msiﬁ@ijm+Cgﬁm0—T*wmﬂm»

k=
Tovabba, mivel L(f) < (n+ 1)H(f), a negyedik sor a harmadiknal sem jobb altalaban.

A fentieket réviden ugy foglalhatjuk 6ssze, hogy altalaban egyik sor sem jobb semelyik
méasiknal sem, kivéve, hogy a mésodik sor jobb az elsénél. Hogy melyiket érdemes
hasznalni, az a konkrét alkalmazastol fiigg. Példéul ha olyan polinomunk van, ahol a
kozéps6 egylitthatok joval nagyobbak, mint a két szélss, akkor |ag| 4 |a,| lehet a legjobb
korlat, mas esetekben viszont H (f) vagy L(f).

3.4. Alig expanziv polinomcsalad

Az el6z6 szakaszban azt vizsgaltuk, hogy az expanzivitasi hézagnak (3.3.1. Definicio)
milyen elméleti als6 korlatjai lehetnek. Természetes moédon meriil fel a kérdés, hogy
ezek a korlatok vajon javithatok-e tovabb, vagy élesek. Ebben a szakaszban ezt a kérdést
részben megvalaszoljuk. Az itteni eredmények nagyrészt a szerzé kdvetkezs publikaciojan
alapulnak: [4].

Azt fogjuk latni, hogy rogzitett n esetén a korlatjaink nagysdgrendje éles. Mas
szoval az optimalis also korlat is 1/c, A alaku (valos esetben), ill. 1/c, A"~! alakti (nem
valos esetben) (vo6. 3.3.7. Téablazat), legfeljebb a ¢, és a ¢/, szorzo javithato a korabbi
eredményeinkhez képest. Ezt ugy fogjuk megmutatni, hogy konstrualunk olyan ,alig
expanziv’ polinomokat, amelyeknek az expanzivitasi hézagja megfelel§ nagysagrend.

Valos esetben konnyd a feladat. Legyen

fa) = (A= L)a" — 4,

ennek az expanzivitasi hézagja

/1 4+ ! 1 1
e= 1/ _— -1l —.
A—-1 nA

A tovabbiakban a nem valos esettel foglalkozunk. A szakasz hatralévs részében
konstruktiv bizonyitast adunk a kévetkezs tételre:
3.4.1. Tétel. Minden n > 2-re és minden elég nagy A pozitiv egész szamra létezik olyan
n-edfoki, A magassigi (3.1.2. Definicid) egész egyiitthatds expanziv polinom, amelynek

az expanzivitdst hézagja a koévetkezd nagysdgrendi:
1 1
e=——4+0(—).
2An—1 (An>
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3.4.1. Motzkin-haromszog és inverze

A polinomkonstrukciénkhoz sziikség lesz egy bizonyos szamtablazatra, az in. Motzkin-
haromszogre [27]. Ebben a szakaszban errdl lesz szo.

Legyen M, (n,k > 0) a Z* racson a (0,0)-bol az (n, k)-ba vezets utak szdma, ha az
(1,1), (1,0) és az (1, —1) lépéseket hasznalhatjuk, és az t sosem megy az z-tengely ala.
Vegyiik tovabbé (M, x)-nak, mint végtelen matrixnak az inverzét, és jeloljik (N, x)-val.

Az els6 néhany M, j- és N, p-érték a kovetkezo:

Mpye|k=0 1 2 3 4 5 6 7 Nop k=01 2 3 4 5 6 7
n=0/ 1 0 0 0 0 0 00 n=0[ 1 0 0 0 0 0 0 0
101 1 0 0 0 0 00 101 1.0 0 0 0 0 0
202 2 1 0 0 0 00 2/ 0 2 1 0 0 0 0 0
3 4 5 3 1 0 0 00 31 1 -3 1 0 0 0 0
49 12 9 4 1 0 00 40 -1 2 3 4 1 0 0 0
5020 3 25 14 5 1 0 0 500 4 2 6 5 1 0 0
651 7 69 44 20 6 1 0 6/ 1 2 -9 0 10 6 1 0
70127 196 189 133 70 27 7 1 701 3 9 15 5 15 -7 1

A definiciobdl is és a tablazatbol is latszik, hogy ha n < k, akkor M, ; = N, = 0
(ezért Motzkin-hdromszdog), ha pedig n = k, akkor M, = N, = 1.

Az egyszertibb szamolas kedvéért célszert bevezetni néhény kiegészits értéket: legyen
M.y _y:=1¢é M_y; =M,_1:=0(k,n>0), és legyen hasonléan N, j-ra is. Konnyd
latni, hogy az M, j-értékekre a kdvetkezd rekurziv osszefliggés all fenn:

My = My_1 -1+ My_1+ Mp_1 541 (n,k >0). (3.4.1)

A Motzkin-haromszognek és inverzének szamos érdekes tulajdonséga van, nekiink ezek
kozil az alabbi Gsszefliggésekre lesz sziikségilink:

3.4.2. LemmaT

J
> M Nii = 6 (i,j > —1), (3.4.2)
k=i
71
ZMj,lJrka,i = M;_i_1,1 (120, -1<i<y), (3.4.3)
k=i
min(s,5)

M; ;M = Miijo (1,7 >0), (3.4.4)
k=0

ahol 6, ; a Kronecker-féle delta figgvény, azaz §;; =1, és 6;; =0 (i # j).

Bizonyitds. A (3.4.2) egyszeriien csak azt jelenti, hogy N az M inverze.
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A (3.4.3) lényegében a (3.4.2) altalanositasa, és megegyezik vele [ = O-ra (ha i < j).
Ha [ > 1, akkor j szerinti indukciéval bizonyitunk. j = i-re az allitas trividlis, a j — 7+1
lépésben pedig felhasznaljuk a (3.4.1) rekurziv Osszefiiggést:

Jj—l+1 j—l+1 7=l Jj=l-1

Z Mji1046 Nk = Z M in— lNkz+ZMjl+kaz+ Z M; 1 p1Ng; =

k=1 = =i =

=M i 1o+ M1+ M1, =M;_; ;.

A (3.4.4)-et i-szerinti indukcioval bizonyitjuk rogzitett i + j mellett. Az Gsszeg felss
hataraként irhatunk min(4, ) helyett nagyobbat, pl. i-t, mert a tovabbi értékek 0-k. Az

1 = 0 eset trivialis, az ¢ — ¢ + 1 1épés pedig a kdvetkezSképpen bizonyithato:

i+1 i+1 i+1 41
E M1 M1 p, = E M1 M1y + E M; My + E M i1 M1 =
p k=0 k=0 k=0
= E M; M4 g1 + E M; M1 1 + E M; M1 -1 = E M; 1, M . [ |
=0 =0 k=0 =0

3.4.2. A polinomcsalad és tulajdonsagai

Ebben a szakaszban definidljuk azokat a polinomokat, amelyre a 3.4.1. Tételt
bizonyitani fogjuk, és levezetjiik néhany fontos tulajdonsdgukat. Minden n > 2 és A > 1
egész szamra definialjuk az f(x) egyiitthatoit a kovetkez6képpen:

ag = A,

a; :=A— (Mu_30+1), (3.4.5)

ag = A— Mn72,07

a; = —Mp_2; 9 (3<i<n).

Az els6 néhany fokszamra igy néznek ki ezek a polinomok:

n=2 (A=1)2*+ (A- 1)z + A,
n=3 —2* 4+ (A —1)2* 4+ (A —2)z + A,
n=4: —z* — 22 + (A —2)2* + (A — 2)z + A,
n=>5 —2® —32* —52® + (A —4)2® + (A -3z + A,
n==6: —2% —42° — 92t — 122° + (A — 9)2? + (A — H)z + A,
n="7: —2" — 528 — 142° — 252% — 302° + (A — 21)2* + (A — 10)x + A.
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et is irhatunk, pontosabban egy olyan w-t, amelyre w" 2 = 1: a; := A— (M,_30+w). Ha
n paratlan, akkor csak w = 1 lehet, de paros n-re lehet akar 1, akar —1. S6t, ha n = 2,
akkor w tetszGleges egész szam lehet. A tovabbiakban ezt az altaldnositott definiciot
fogjuk hasznalni a;-re, és w-rol csak annyit tesziink fel, hogy w"2 = 1.

Az els6 lépés az, hogy bebizonyitsuk, hogy ezek a polinomok valéban expanzivak,
legalabbis elég nagy A-ra. Ehhez az expanzivitas sziikséges és elégséges feltételeirsl szolo
3.2.2. Tételt fogjuk hasznélni, és megvizsgaljuk a benne szereplé mennyiségeket: f(+1)-et
és D,f( f)-et. Ezzel kapcsolatban az alabbi tulajdonségokat tudjuk bizonyitani:

3.4.3. Lemma. A fent definidlt polinomokra a kivetkezdk teljestilnek:
1. f(£1) >0, ha A elég nagy.
2. Minden k-ra (1 <k <n —1) és mindkét eldjelre Di(f) > 0 (3.2.1. Definicid), ha
A elég nagy.
3. D, (f) =1 minden A € N*-ra.

Bizonyitds. Az elsd allitas trivialis.
Jelolje a Dif(f) determinans elemeit d;; (1 < i,j < k), ekkor a 3.2.1. Definici6 és
(3.4.5) alapjan:

dij = ;£ Qi jint-1=

(O (7 <),
A+ A (j=i=1Nk=n—-1),
Mot A (7 =i, egyébként), (3.4.6)
A—M, 30—w (j=i+1),
A= My 20 (J=1i+2),
—Mp_2j—i—2 (j >i+3).

Példaul n = 7-re és k = 6-ra:

21 A4+20 A+4 —16 —20 —13
30 A+25 A+4 A—-16 -—29 —25
125 14 A+5 A-9 A-21 30

D(f) = .

o (/) 14 5 1 A A—10 A—21
5 1 A A-10
1 A
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Ezek a determinansok legfeljebb k-adfokt polinomok A-ban. Csak a f6atloban és
a folotte 1év6é két szomszédos atloban szerepel az A, és minden elGfordulasaban 1 az
egyiitthatoja, kivéve a bal fels6 sarokban, ahol £ < n — 1 esetén 1, k = n — 1 és ,+”

b2

elGjel esetén 2, k = n — 1 és ,—7 elGjel esetén pedig 0. Az elsé két esetben tehat a
polinom fétagja A* vagy 2A* ami igazolja, hogy elég nagy A-ra a determinans pozitiv. A
bizonyitas hatralévé részében megmutatjuk, hogy a harmadik esetben is pozitiv, egészen
pontosan — és ez a lemma harmadik allitdsa — mindig 1.

Legyen D a D, ,(f) determinéns métrixa, és ezt fogjuk determinénstarté traszfor-
maciokkal olyan alakra hozni, amelyb6l mar nyilvanval6, hogy a determinansa 1.

ElsG 1épésben megszabadulunk a f6atlon kiviili A-ktsl. Informélisan tgy irhatjuk
le ezt a transzforméciot, hogy az utolsd sort kivonjuk a folotte 1év6 kettébdl, majd az
utolsod el6tti sort az afolotti kettébdl, és igy tovabb lentrdl folfelé. Formalisan ezt egy
matrixszorzassal irjuk le: legyen D = ED’, ahol D’-ben csak f6atloban szerepel A, és E
a transzformécios matrix, amely a kovetkezSképpen néz ki: a f6atloban és a folotte 1éve
két atloban 1l-esek vannak (mint ahol a D-ben A-k, de a bal fels§ sarokban is), a tobbi
helyen pedig 0-k. Példaul n = 6-ra:

1 1 1 Jo -1 1 0 -1
4 A+5 -2 -3 -3
5 3 A+1 -5 —4].
3 1 0 A =5
1 0 0 0 A]

(9 A+7 A -8 -8
12 A+9 A—1 A—8 —12
9 4 A41 A-5 A—9| =
4 1 0 A A-5
1 0 0 0 A

o O O O =

o O O = =
O O VR =
O R = = O
_ = = O O

A példabol latszik, hogy D’ strukturaja a D-éhez hasonld, de annal egyszerubb
Ez &ltalanosabban is igaz: az M, x-kra vonatkozo (3.4.1) rekurzié segitségével konnytd

megmutatni, hogy (v6. (3.4.6))

0 (7 <1),
0 (j=i=1),
dij = Mo-sivi-a+ (3.4.7)
4 (j=1>2),
n—3,j—i—1 7 WNj—z‘—Lo (j > z)

\
Kovetkezs 1épésként egy hasonlosagi traszformaciot hajtunk végre D’-n, ahol a
hasonlésagi méatrix lényegében a Motzkin-hdromszog kezdGszelete. Egészen pontosan
kiszamitjuk a D" := M~'D'M szorzatot, ahol M elemei m; ; := M;_5, o, és M~ elemei

n;j = Nj_2,_9. Az n = 6-os példat folytatva:
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100 0 O 0 -1 1 0 -1} |1 0 0 0 O 0 -1 0 0 O
01-10 1 4A+5 =2 =3 =3[ |01 1 2 4 0A4+2 -1 0 O
00 1 -2 1|5 3 A+1 -5 —-4(-]0 0 1 2 5|=1]0 1 A+2 -1 O
00 0 1-3] 1|3 1 0 A -5 (00013 0 1 1 A+2 -1
000 0 1] 1 O 0o 0 A 0000 1 10 0o 0 A

A szorzatot ugy szamitjuk ki, hogy D’ t felbontjuk: D' = U — V + W, ahol U a bal
fels6 haromszoges minta, V' a jobb fels§ haromszog, és W-ben vannak az A-k. Egészen

pontosan (vo. (3.4.7)):

Uij = Mp—3i+j—3,
Vij = Mp 351 +wNj_i_19 (j > 1),
Wi,j; = 52‘,]'14 (Z Z 2)
Tagonként elvégezve a transzformaciot:
min(j,n—1i)
(M7'UM); Z ZNk 2i-2 Mp—314k-3Mj_2, 2=
=1 =
o Oin—1 (J=1),
min(j,n—1) (3.4.4)
Z My—i—ag—2 Mj 215 =" 14 6;, (i=n-1),

=1
Mn—i+j—4,0 (egyébként)

n—1 n—1
1
(M~ VM), ,; = E Ni—oi—a (My—31—k—1 +wWNi_g—10) Mj_9;_2 =
k=1 I=k+1
n—2 n—m—1
= g (Mp—3.m-1+ wNp_1,) E M;_9 mik—2 Np—2i—2 =
m=1 k=1
j—i
(3.4.3)
= (My—3m—1+ wNp_10) Mj_i—1m-1 =
m=1

(3.4.4), (3.4.2) My —ipj—40 +whiy1; (j=>1+1),
0 (egyébként).
dii (1>2)
(3.4.2) i, = 2)
(MW M), ZNH”A gAY
0 (egyébként).

Ezeket Osszeillesztve a kovetkezdt kapjuk D" := M~'D'M-re (6sszhangban a fenti
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példa jobb oldalaval):

(

51’,71—1 (] = 1)a
A(S'n,1 z:n—l/\]22,
d/;=(M'D'M)i;=q ( )
My_ivj_a0+A0; (2<j<i<n-—2),
—whit1, (j=i+1).
\
Ebbél kénnyt 1atni, hogy det D” = w"~2 = 1, tehéat az eredeti determinans is 1. [ |

3.4.3. A bizonyitas befejezése

Most mar megvannak az eszkozeink ahhoz, hogy bebizonyitsuk a 3.4.1. Tételt
a (3.4.5)-ben definialt f(z) polinomokra. Azt mér tudjuk, hogy expanzivak (ha A elég
nagy), mert a 3.4.3. Lemma éppen azt mondja, hogy az f(x)-bsl képezheté minden
mennyiség, ami a 3.2.2. Tétel alapjan az expanzivitdshoz sziikséges, valoban pozitiv.
Azt kell még megmutatnunk, hogy ezek a polinomok ,éppen hogy” expanzivak, azaz a
legkisebb gyokiik kozel van az egységkorhoz, mégpedig éppen a kivant nagysagrendben.
Ehhez megvizsgaljuk az f.(z) = f((14¢)x) polinomokat, és belslik is képezziik
ugyanazokat az expanzivitashoz sziikséges mennyiségeket. A legkisebb e, amelyre
valamelyik ilyen mennyiség nem lesz pozitiv, tehat amelyre f.(x) nem lesz expanziv,
megadja az f(x) legkisebb gyokének tavolsagat az egységkortsl.

Legyen Qo(A) a 3.2.2. Tétel barmelyik mennyisége (tehat Dif(f) vagy f(£1)), és
legyen Q(A,e) ugyanez f.(z)-re. Q(A,e) ugy kaphato meg Qo(A)-bol, hogy lecseréljiik
az ag, ay, . . ., a, egyitthatokat ag, a1 (1 +¢€), ..., a,(1 + €)"-re. Tekintsiik Q(A, ¢)-t egy
kétvaltozos polinomnak A-ban és e-ban, és legyen d := deg, Q és N := deg, Q. Irjuk fel
€ szerint csoportositva:

Q(A,e) = Qo(A) + Q1(A)e + Qa(A)e® + ... + Qn(A)eY,
ahol minden deg ); < d.

Keressiik azt a legkisebb e-t minden elég nagy A-ra, amelyre valamelyik Q(A, €) nulla
lesz. Eldszor megmutatjuk, hogy ilyen e létezik, és ¢ = O(1/A).

Ha ¢ = O(1/A), akkor a Q(A,¢e) fenti kifejtése felirhaté a kovetkezs forméban,
kihasznalva, hogy Q;(A) = O(A%):

Q(A,e) = Qo(A) + (Q1(4) + O(Ad_l))g. (3.4.8)
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Azokra a Q-kra, melyekre deg Qo = d, azaz Qy(A) = cAY+ O(AT™1) valamely pozitiv c-re
(negativ nem lehet a 3.4.3. Lemma miatt), a (3.4.8) kifejtés igy irhato fel:

Q(A ) = cA + O(ATY),
és ez pozitiv, ha A elég nagy. A 3.4.3. Lemma bizonyitdsdnak eleje alapjan ez az eset a
kovetkez6 (Q-kra &ll fenn:

1. Q= f(£1),ekkord =1¢ésc=2=+1,

2. Q=DE(f) (k<n—1),ekkord =k ésc=1;

3. Q=D} (f),ekkor d =n—1és c = 2.

Ami maradt, az a @ = D, _,(f), ahol Qo(A) = 1 (ugyancsak a 3.4.3. Lemma alapjan).
Megmutatjuk, hogy ekkor Q(A, ) kovetkezs polinomja teljes fokszamu: deg Q; = n — 1.
Ehhez megvizsgaljuk az A"! egyiitthatojat a Q(A,e)-nak az A szerinti kifejtésében.
Q(A,¢e) strukturaja hasonlo, mint D, (f)-¢ (lasd (3.4.6)-ot), de az aj egyiitthatokat
lecseréltiik ay(1 + €)*-ra. Tovabbra is egy (n — 1) x (n — 1)-es determinansrél van sz6,
amelyben az A tovabbra is csak a fels6 haromszog részben szerepel, és mindeniitt csak

elsé fokon, igy A1 csak a féatlobeli elemek szorzatabol allhat els. Ezek az elemek:

ok A + Mn72,2k72(1 + 8)2k (]{ > 2),
i = ao — agi(l+¢€)™ =

(=26 — DA+ M, 20(1+¢)* (k=1).
Ebbél kijon, hogy A"~! egyiitthatoja —2¢ — €2, kovetkezésképp Q; fétagja —2A" 1L,
Helyettesitsiik be ezt és a Qy(A) = 1-et a (3.4.8) kifejtésbe:

Q(Ae) =1+ (—24""+ O(A"?))e. (3.4.9)
Helyettesitsiink be két konkrét e-t:
Q(A,0) =1,

QA 1/A) =1 —2A"2 + O(A"?).
Az els6 porzitiv, a masodik pedig negativ, ha A elég nagy, ezért kell hogy legyen olyan
e = O(1/A), ahol Q(A,e) = 0. A pontos nagysagrendjét ugy taldlhatjuk meg, hogy

a (3.4.9)-et nullaval tessziik egyenléveé, és atrendezziik:

1 1 Lo 1
€= = — .
2Ar=1 + O(Ar—2)  2An-1 Ar
Mivel a fentiek szerint az 6sszes tobbi @) pozitiv, ha e = O(1/A) (és A elég nagy), ezért ez
lesz a legelss e, amelyre a 3.2.2. Tétel valamelyik feltétele nem teljesiil. Ezzel befejeztiik

a 3.4.1. Tétel bizonyitasat. W
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3.5. Altalanositott szamrendszerek eldontési algorit-
musanak futasi ideje

Ebben a szakaszban bemutatunk egy szamitast, amely expanziv polinomokat hasznél,
és amelyben alkalmazni tudjuk néhany eddigi eredményiinket. A szdmrendszerfogalom
egy bizonyos altalanositasarol lesz sz0, az tn. matrix alapu szamrendszerekrsl. Ahhoz,
hogy egy matrixbol szamrendszert lehessen képezni, sziikséges feltétel, hogy a maéatrix
karakterisztikus polinomja expanziv legyen. Egy olyan algoritmust vizsgalunk meg, amely
eldonti, hogy egy matrix adott szamjegyekkel szamrendszert alkot-e. Mint latni fogjuk,
ez az algoritmus annél lassabb, minél kevésbé teljesiil az expanzivitas, igy a futasi id6
korlatozasahoz sziikségiink van az expanzivitasi hézag egy alsé korlatjara.

Ez a szakasz a szerzé masokkal kozos [5| publikiciojan alapul. Az els6 részben
(3.5.1. szakasz) roviden bevezetjiik a témakor fontosabb fogalmait és allitasait. Ezekrol
részletesebben van sz6 példaul az [5, 10, 19, 21| publikiciokban, valamint az ezekben
hivatkozottakban. Ezutéan (3.5.2. és 3.5.3. szakasz) a szerz6 sajat szamitasai kovetkez-
nek. Az [5| tobbi szerzdjének eredményeit (példaul a véletlenitett algoritmusokrol) a

dolgozatban nem mutatjuk be.

3.5.1. Definiciok és el6zmények

A szdmrendszer hétkoznapi értelemben a kovetkezst jelenti: adott egy ¢ > 2 egész

szam (alapszdam), ekkor minden x € Z* egyértelmten felirhat6 az alabbi forméban:
v =dy+diq+dag® + ...+ dpq",

ahol do,...,dp € {0,1,...,q— 1}, és dy # 0.
Ezt a fogalmat altalanositjuk matrixokra és vektorokra n dimenziéban.
3.5.1. Definici6. Legyen M € 7" és D C Z". Az (M, D) parost dltalanositott

szamrendszernek nevezziik, ha minden z € Z" egyértelmten felirhat6 az alabbi forméban:
k
T = Z deja
=0

ahol k > 0,d; € D ésdy # 0, ha k > 0. Ekkor M-et a szimrendszer alapjdnak, D elemeit
pedig szdmjegyeknek nevezziik.

Az aldbbiakban bemutatjuk az altalanositott szamrendszerek néhany alapvets tulaj-
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donsagat, de ezekhez el6szor bevezetiink egy-két fogalmat.
3.5.2. Definicio. Az M € R™" matrix expanziv, ha a karakterisztikus polinomja
expanziv, azaz ha minden sajatértéke az egységkoron kiviil talalhato.

A kovetkezd allitds magyarazza meg az ,expanziv’ elnevezést:
3.5.3. Lemma. Ha M € R™" eqgy expanziv mdtriz, akkor van olyan ¢ > 1 konstans és
| - || norma, hogy minden x € R"-re || Mz|| > c||z||.
3.5.4. Definici6. Legyen x,y € Z" és M € 7", ekkor x = y mod M (x és y kongruens
modulo M), ha van olyan z € Z", hogy © —y = Mz.
3.5.5. Definici6. Egy X C Z" halmaz teljes maradékrendszer modulo M, ha barmely
kilonb6z6 z,y € X-re x # y mod M, valamint barmely x € Z"-re van olyan y € X,
hogy x =y mod M.

Megjegyzés: az elsé feltétel miatt a masodik y egyértelmiien l1étezik.
3.5.6. Lemma. Ha M invertdlhato, és X teljes maradékrendszer modulo M, akkor X
elemszdama |det M.
3.5.7. Tétel. Ha (M, D) dltaldnositott szamrendszer, akkor

1. M invertdlhato,

2. M expanziv,

3.0eD, és

4. D teljes maradékrendszer modulo M.

A bizonyitas nemtrivialis részei megtalalhatok példaul a kévetkezs helyeken: [21, 33].

Mivel ezeket a feltételeket konkrét esetben (viszonylag) konnyt ellendrizni, ezért a
tovabbiakban csak ilyen (M, D)-kkel foglalkozunk.

A szédmrendszerekre a kovetkezd ekvivalens megfogalmazést lehet adni:
3.5.8. Tétel. Legyen M € Z™*" invertdlhato és 0 € D C Z" teljes maradékrendszer,
valamint legyen 7: 2" — 7"

7(z) == M Yx — d) (de D, x=d mod M).

Ekkor (M, D) akkor és csak akkor dltaldnositott szamrendszer, ha minden x € Z"-re az
z, 7(z), 7*(x) = 7(7(x)), . .. sorozatban szerepel a 0.

A 7 definicidjanak van értelme, mert d egyértelmtien létezik a teljes maradékrendszer
miatt. Szamrendszer esetén a 7 jelentése az, hogy az x vektor (M, D) szerinti felirdsanak
levagja az utols6 szamjegyét. Ha egyszer eljutottunk a 0-ba, akkor a sorozat onnantol

kezdve végig 0.

67



Ha szeretnénk eldonteni, hogy egy adott (M, D) szamrendszert alkot-e, a fenti tételt
kozvetleniil nem tudjuk alkalmazni, hiszen végtelen sok x € Z™ vektort kéne ellenérizni.
Az expanzivitds miatt azonban erre nincs sziikség:

3.5.9. Tétel. Legyen M, D és T az eldzd tétel szerint. Ha M expanziv, akkor létezik
olyan véges H C 7" halmaz, hogy barmely x € Z" esetén az x,7(x),7%(x),... sorozat
elobb-utobb csak H-beli elemeket tartalmaz.

Ez mar lehetévé teszi a kovetkezd eldontési algoritmust: hatarozzunk meg egy ilyen
H halmazt, és minden z € H-ra kezdjiik el kiszamitani az x,7(z),7%(x), ... sorozatot.
Ha minden esetben eljutunk a 0-ba, akkor (M, D) szamrendszer. Mivel H véges, ezért
minden sorozat el6bb-utobb ismétlédik, igy véges sok tagot kell csak kiszamitani.

Az algoritmus futési ideje természetesen H méretétsl flige. A tovabbiakban ezzel

fogunk foglalkozni, felhasznalva néhany eredményiinket az expanzivitasi hézagrol.

3.5.2. A véges halmaz mérete

Ebben a szakaszban bebizonyitjuk a véges H halmaz létezésérdl szolo 3.5.9. Tételt
ugy, hogy egyuttal kiszamitunk egy konkrét ilyen H-t a matrix és a szamjegyhalmaz
paramétereibdl.

Sziikségiink lesz a kovetkezs fogalomra:

3.5.10. Definicié. Egy A € R™" matrix Jordan-kondicioszama a kdvetkezd mennyiség:
K(A) := inf [T |77,

ahol A = T~ YJT az A egy Jordan-felbontésa, az infimum rogzitett J mellett az osszes

lehetséges T-re vonatkozik, és || - || tetszoleges rogzitett természetes métrixnorma (vagyis

amit vektornorma indukalt).

A Jordan-kondiciészam nem tévesztendd Ossze a kozonséges kondicidszammal, amely

1|. Ha A egész matrix, és dimenzi6ja és elemeinek korlatja rogzitett,

egyszerten ||A| ||A~
akkor a Jordan-kondiciészamnak van egy véges fels§ korlatja, hiszen csak véges sok ilyen
matrix létezik. Szebb lenne explicit képletet adni erre a fels6 korlatra a dimenzi6 és
az elemkorlat fliggvényében, de ez egyelére nem sikeriilt, igy az eredményben a Jordan-
kondiciészam is szerepelni fog.

A H halmaz létezéséhez fontos feltétel, hogy M expanziv. Emiatt a p(M™!)
spektralsugar (azaz M~' legnagyobb sajatértékének abszolut értéke) kisebb, mint 1.

Kovetkezésképp — a spektralsugar tulajdonsigai miatt — létezik olyan || - || norma, melyre
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(M) < |M~] < 1. Legyen B' = maxaep [|d]}/(1 — [| M), ckkor
Ir@)Il = 1M~ @ = )| < 1Ml + lldll) < M (=l + (1= [[MH)BY) <
< M2 = [M ) max((l2]], B) = (1 — (1 = [[M7H])?) max(]|z]|, B).
A max(||z||, B") szorzojara, jeloljik g-val, teljesiil, hogy 0 < ¢ < 1. A fenti szamités
alapjan ha ||z|| > B’, akkor ||7(x)| < q¢||=||, ha pedig ||z|| < B’, akkor ||7(z)| < B’
Ezekbdl kivetkezik, hogy az x, 7(z), 72(x), ... sorozat elemei el6bb-utobb bekeriilnek a
H={x€Z"||z| < B'} halmazba.

Ezzel ugyan bebizonyitottuk a tételt, de még nem vagyunk készen: a megadott H
nem elég konkrét, mert a || - || norméat nem ismerjiik, csak annyit tudunk rola, hogy
| M| < 1. A cél az, hogy egy konnyen kezelhet6 norma szerepeljen a képletben, példaul
[l := faa] 4 o] + . .

Ismeretes, hogy R"-ben barmely két norma ekvivalens, azaz van olyan c; és ¢y pozitiv
|z|| < B® = ||z||; < B, ha B a kévetkez6 (vagy nagyobb) érték:

-y max ||d]| 551
c 1—[[M7Y) -

Ahhoz, hogy kiszamitsuk a c¢; és ¢y konstansokat, meg kell konstrualni egy megfelels
norméat, amelyre |[M || < 1. Irjuk M~'-et a kovetkezd alakban: M~ = T—1J T, ahol
J az M~ Jordan-normalformaja. Legyen 0 < § < 1, és legyen Js olyan, mint .J, csak
az atlon kivili 1-esek helyett 6 van. Ez felirhato Js = DsJ Da_l alakban, ahol Ds egy
0-hatvanyokat tartalmazo diagonalis matrix. Ezen méatrixok strukturdjat a kovetkezd

példéaval illusztraljuk:

1 x 0 ot
v 1 0 672
1 0 673
1 1 54
J = A RS AL , Ds = -
! 5 0 572
b5 X o7
P a 6
Ezutdn a normat a kovetkezéképpen definidljuk: ||z||s := || DsTz| 1, ebbdl az || A5 :=

|DsTAT~1D; ||y métrixnorma indukalhaté. Ha § < 1 — p(M~1), akkor ez a norma

megfelel a kovetelményeinknek:

M5 = [IDsTM T Dyl = [[Jslh < p(M71) +6 < 1.
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Sziikségiink van még az l-es és a d-norma kozotti ekvivalencia konstansaira. Konnyti
megmutatni, hogy
ST el < Nlells < 7™ Tl flzls,

ahol m a legnagyobb Jordan-block mérete J-ben. Ha ezeket a konstansokat behelyette-

sitjiik (3.5.1)-be, és felhasznéljuk, hogy ||[M s < p(M~') + 4, akkor azt kapjuk, hogy a
kévetkezs (vagy nagyobb) B megfelels:

. HTHlllT_llegnglh‘

01— p(M~1) = 0)

Ez a B barmely T-re mtikodik, amelyre M~ = T—1J T, kiovetkezésképp inf B szintén

(3.5.2)

megfelels lesz. Ehhez elegendd észrevenni, hogy ||7%(x)||; mindig egész szam, tehat
barmely B helyett irhatunk |B]-t, és igy az infimum leegyszertisodik minimumra. A
|71 |IT~Y: infimuma pedig nem mas, mint K;(M '), az M~! Jordan-kondiciészama,
(3.5.10. Definicio).

A kovetkezs 1épés a p(M~!)-re adni egy felsé korlatot. Jelolje egy A méatrix sajét-
értekeit A\j(A), Aa(A), ..., M(A), ekkor p(M ') = max; [N(M~Y)| = 1/ min; |\;(M)] =
1/(1 4+ €), ahol € az M karakterisztikus polinomjénak expanzivitasi hézagja (3.3.1. De-
finicio). Erre kiszamitottunk kiilonb6z6 alsé korlatokat a 3.3. szakaszban, amelyek
osszefoglalésa a 3.3.7. Tablazatban talalhato. Ezek koziil a 3.3.3. Tételt fogjuk hasznélni,
mert jelen esetben a konstans tagnak Kkitlintetett szerepe van: egy karakterisztikus
polinom konstans tagja a matrix determinansa, azt pedig tudjuk a 3.5.6. Lemma
alapjan, hogy |det M| = |D|. A 3.3.3. Tételbsl kovetkezik, hogy ¢ > 1/(N + 1), ahol
N = 2(3)|D|”*1. Emiatt p(M™') = 1/(1 +¢) < 1—1/(N + 2), és ezzel csokkenteni
tudjuk B nevezgjét (3.5.2)-16] az alabbira:

Ky (M) max||d]|,
TR

N+2

B =

(3.5.3)

Utolso lépésként egy o0-t kell valasztani 0 < 6 < 1/(N + 2) kozott, célszertden tugy,
hogy B minél kisebb legyen. Ha m = 1 (azaz ha M diagonalizalhato), akkor a minél
kisebb § a jo, s6t, vehetjiik a 6 — 0 infimumot (hasonlé érveléssel, mint a (3.5.2) utén a
T-re), és a kovetkezdt kapjuk:

B=(N+2)K;(M™) max lldl]: (3.5.4)
Ha m > 1, akkor kénnyen kiszamithat6, hogy B (3.5.3)-beli nevezdjének maximuma a

§ = —m—L__n¢l van, ahol értéke (=L/m)" 2 -y,

m(N12) e (1 —1/m)™ ! sorozatot lecserélhetjiik az
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infimumaéra, 1/e-re, és m helyére n-et irhatunk (egyik lépés sem csokkenti B-t), ekkor a
kovetkezd értéket kapjuk:

B=en(N+2)"K;(M™") Icllfleai%(HdHL (3.5.5)
A két képlet, (3.5.4) és (3.5.5) koziil az utébbi a nagyobb, ezért hasznalhatjuk azt
altalanosan is. Behelyettesitve N-et, azt kapjuk végeredményként, hogy ha

B= en<2(g)‘D|"_1 n 2)"K1(M—1) ma ]l (3.5.6)

akkor a H = {x € Z" | ||z|; < B} halmaz megfelel a 3.5.9. Tételnek.

3.5.3. A futasi id6

Az eldontési algoritmus a H halmaz minden pontjéara iteralja 7-t, és ha mindegyik eljut
a 0-ba, akkor (M, D) szamrendszer, ha pedig valamelyik sorozatban 0-n kiviili ismétlgdés
van, akkor nem. Mivel a 3.5.9. Tétel miatt mindig H-ban maradunk, ezért legfeljebb |H |
elemet kell bejarni, hogy biztosan ismétlédést talaljunk. Ez a gyakorlatban egy nagyon
pesszimista korlat, de altalanosan ennél jobbat nem tudunk mondani. Igy az algoritmus
futasi ideje legfeljebb |H|* T(7), ahol T(7), a 7 kiértékelések futési ideje, a matrixszorzas
miatt O(n?). Ezen megallapitasok részleteiért és az algoritmus kiilonbozs valtozataiért
lasd [5]-6t.

A H={xeZ"||z|: < B} halmaz elemszaméat az {x € R" | ||z|; < B} alakzat
n-dimenzios térfogataval kozelitjiik. Ez az alakzat az oktaéder n-dimenzios altalanositasa

(,cross-polytope”), melynek térfogata 2" B™/n!. Felhasznalva B képletét, (3.5.6)-ot:
2"B" 2e)"B"
|H| = o<_) = O(L) —
n! nn

n3(n

n -1 n3 —1\n n
:0<(2e2) 22  |D|"K{(M™) r&%”dHl).

Az algoritmus futéasi idejére igy a kovetkezd felsé korlatot tudjuk adni:
T — O(|H|27’L2) =0 <n2 (262)271 2n3(n—1) |D|2n3K1(M—1)2n I(?EB{ ||d||%n) —
S
TL4 n3 — 3 n
= o<2 [ DI Ky (M) maxc||d]f} )

Ez a nagysagrend erésen exponencialis, ami egyrészt mutatja az eldontési probléma
nehézségét, de ahogy azt a fentiekben irtuk, ez egy meglehetésen pesszimista becslés, és

ilyen altalanos feltételek mellett nehéz ennél jobbat adni.
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3.6. Tovabbi kutatasi lehet&ségek

Ahany kérdést megvalaszoltunk a 3. fejezetben, legalabb annyi maradt még nyitva
ebben a témakorben. Roviden felsorolunk néhany ilyet, ami szorosan kapcsolédik a
targyalt eredményekhez, és ami a jovébeni kutatas alapja lehet.

A 3.3. szakaszban kiilonféle alsd korlatokat szamitottunk ki az expanzivitasi hézagra,
ezek komplex gyokok esetén 1/c, A"~ ! alaktiak (lasd a 3.3.7. tablazatot), a 3.4. szakasz-
ban pedig olyan polinomokat definialtunk, amelyek e-ja 1/c/, A"~! nagysdgrendd (lasd
a 3.4.1. Tételt és a (3.4.5) konstrukciot). A két nagységrend csak A-ban azonos, az n-tél
fiiggs szorzo (c, és ¢),) kiilonbozs. Jo lenne a két értéket kozelebb hozni egymashoz, vagy
akar egyenl6vé tenni Gket, azaz megtalalni a lehets legjobb alsé korlatot az expanzivitasi
hézagra, és ennek élességét egy polinomesaladdal bizonyitani.

Az expanzivitas D-feltételeirdl szolo 3.2.2. Tétel kihasznalta, hogy a polinom egyiitt-
hatoi valosak (lasd a tétel bizonyitasa utédni megjegyzést). A jelen dolgozatban, ahol
amugyis egész egyiitthatos polinomokkal foglalkoztunk, ez béven elegendé volt, de érdekes
lenne altalanositani a tételt komplex egyiitthatokra is. Példaul ha az egyiitthatok Gauss-
egészek, akkor ugyanugy felmeriil az egyiitthatérobbanés kérdése, mint egész egyiitthatok
esetén, igy egy hasonlo tétel szintén hasznos lenne.

A 3.2.3. szakaszban definialt D-polinomokbol 2n-féle van (minden 1 < k < n kozotti
k-ra és mindkét elGjelre), de ezek koziil eddig csak a kovetkezs haromnak sikeriilt a
szerkezetét megfejteni: D, (f)(z), valamint a kapesolodo D (f)(x) és D7 (f)(x) (lasd
a 3.2.7. Lemmat). Erdekes lenne megvizsgéalni a tobbit is, és megfejteni példaul azt, hogy
a gyokeik hogyan viszonyulnak f gyokeihez.

A 3.3.5. Tételben az e-ra kiszamitott korlatban szerepel n!l, amely a D, (f) kifej-
tésében szerepld tagok szamanak, T),-nek egy fels6 korlatja. Ez nem a legjobb korlat,
ezért jo lenne alaposabban megvizsgalni T,-t, és javitani n!-t, vagy akar zart formulat
adni T},-re. A sorozat els6 néhany értéke n =1,2,...-re T,, = 1,2,4,12, 40, ...

Az altalanositott szamrendszerek futasi idejének kiszamitasaban fontos szerephez
jutott a Jordan-kondicidszam (3.5.10. Definicio), és a végeredményt is ennek fiiggvényében
irtuk fel. Jo lenne, ha ezt a komplikalt fogalmat ki tudnénk kiiszobdlni a képletekbdl, azaz
jo lenne K;(M~1)-et kifejezni a matrix paramétereinek fiiggvényében, mint a dimenzi6

és az elemek mérete.
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Osszefoglalas

A doktori értekezés algebrai szdmokkal kapcsolatos kiilonféle algoritmusokrol és
ezekhez kapcsolodo elméleti kérdésekrol szol. A vizsgélt algoritmusok fontos jellemzdéje,
hogy nem numerikusan, hanem egzaktul szamolnak. Ezzel elkeriiljiik a numerikus
szamolasokra jellemzd kerekitési hibakat, viszont az egzakt algoritmusok altaldban
lassabbak, és felléphet az tn. egyiitthatérobbanas. Ezért a futasi id6 kordaban tartasa
(polinomiélis id6 garantalasa) fontos szempont az egzakt algoritmusok tervezése soran.

A disszertacio két nagy témakorre bonthatd. Az elsé felében algebrai szamokon
végzett miiveletek és algoritmusok futasi idejét vizsgaljuk. Egy-két korabbi eredményt is
felhasznalva kiszamitjuk a fontosabb miiveletek hatékonysagat algebrai szamtestekben,
koztiik olyanokét is, mint a valos algebrai szamok 6sszehasonlitasa és az egészre kerekités.
Ezekre tamaszkodva megvizsgaljuk két algoritmusnak, a Bareiss-algoritmusnak (amely
a Gauss-eliminaci6 modositasa) és az LLL-algoritmusnak (amely egy réacsredukcios
algoritmus) a futasi idejét, ha egzakt algebrai szamokkal végezziik Sket. Egész szamokra
mindkét algoritmusnak ismert a viselkedése, itt kiterjesztjiik ket algebrai egészekre, és
bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben is polinomialis a futasi idejiik.

A dolgozat masodik felében specialis algebrai szamokrol van sz6: olyan egész egyiitt-
hatés polinomok gyokeirsl, amelyek minden gydke a komplex egységkoron kiviil van.
Az ilyen polinomokat expanziv polinomoknak nevezziik. Foglalkozunk azzal a kérdéssel,
hogy hogyan tudjuk eldonteni egy polinomrol, hogy expanziv-e (a gyokok kiszamitasa
nélkiil). Erre léteznek modszerek, de itt bevezetiink egy 4j algoritmust, amely garantaltan
nem vezet egylitthatéorobbanashoz. Ezutdn megvizsgaljuk azt a kérdést, hogy egész
egyiitthatos expanziv polinomok gyokei mennyire lehetnek kozel az egységkorhoz. Erre
kiszamitunk kiilonféle als6 korlatokat a polinom paramétereinek fiiggvényében, valamint
konstrualunk egy expanziv polinomcsaladot, amelynek vannak az egységkérhéz nagyon

kozeli gyokei, és ezaltal megmutatjuk, hogy az alsé korlatok kozel élesek.
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Summary in English

The dissertation is about algorithms of algebraic numbers and related theoretical
questions. An important aspect of the discussed algorithms is that they calculate exactly,
not numerically. In this way we avoid the usual problem of numerical calculations,
the rounding errors, but the exact algorithms are usually slower, and they often suffer
from coefficient explosion. Avoiding this problem and maintaining the running time (i.e.
ensuring polynomial time) is an important aspect of exact algorithms.

The dissertation has two major parts. The first half deals with the computational
complexity of operations and algorithms involving algebraic numbers. We calculate the
running time of the main operations in algebraic number fields (using some existing
results). We also analyse some special operations like comparison between real algebraic
numbers and integer rounding. These results enable us to analyse two algorithms, the
Bareiss algorithm (a generalisation of the Gaussian elimination) and the LLL algorithm
(a lattice reduction algorithm) on algebraic numbers using exact arithmetic, and analyse
their complexity. Their behaviour is well-known for integers, but we extend them to
algebraic integers, and prove that their running time remains polynomial.

The second half of the dissertation is about special algebraic numbers: roots of integer
polynomials whose all roots are outside of the complex unit circle. Such polynomials
are called expansive polinomials. We examine the question how to decide whether a
polynomial with integer coefficients is expansive (without calculating its roots). There
are some existing methods for this, but we introduce a new method that is guaranteed to
avoid coefficient explosion. Then we examine how close the roots of an expansive integer
polynomial can be to the unit circle, and give lower bounds on this distance in terms of
the parameters of the polynomial. Then we construct a family of expansive polynomials
that have roots very close to the unit circle, thus showing that the lower bounds are

almost sharp.
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