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1. Bevezetés

A dolgozat bemutat egy 1j programkonyvtarat: a Symbolic Algebraic Numbers
(SAN) konyvtarat, amely szimbolikusan szdmol algebrai szamokkal. Célja, hogy
hatékony programozasi nyelven (C++-ban) numerikus szdmolds helyett egzaktul
lehessen szamolni, ezaltal némi futasiidé6-novekedésért cserébe ki lehessen kiiszobolni
a kerekitési hibakat. Ennek megfeleléen a konyvtar az algebrai miiveleteken til
megvalésit szimbolikusan olyan, a valds szamok esetén fontos miveleteket is, mint
két szam Osszehasonlitasa és az egészre kerekités.

A dolgozat felépitése a kovetkezo:

A 2. fejezet attekinti a témaval kapcsolatos szakirodalmat, és bemutat kiilonb6z6
modszereket algebrai szamok abrazolasara és az ezekkel valo szimbolikus szamolasra.

A 3. fejezet bemutatja a SAN konyvtar hasznalatat.

A 4. fejezet a konyvtar miikodésérol szol: leirja, hogy a 2. fejezetben attekintett
lehetoségek koziil a konyvtar mely dbrazolasokat és modszereket valasztotta, és
konkrét algoritmusokon keresztiil bemutatja, hogy ezeket hogyan alkalmazza, illetve
milyen tovabbi otletekkel javitja.

Az 5. fejezet a konyvtar tesztelésébol és alkalmazasabdl szarmazéd eredményeket
mutatja be, az egyszert futasi id6ktol kezdve olyan bonyolultabb alkalmazasokig,
mint az LLL-algoritmus.

Végiil, a 6. fejezetben szd lesz a konyvtar néhany lehetséges tovabbfejlesztési és
gyorsitasi lehetoségérol.






2. Algebrai szamok abrazolasa

Ebben a fejezetben attekintjiik az algebrai szamok néhany lehetséges abrazolasat.

Definicié: Egy a € C szdm algebrai szam, ha van olyan f € Z[x] nemnulla
polinom, melynek gydke: f(a) = 0.

Jelolés: Az algebrai szamok halmazanak jele: A.

A tovabbiakban csak valds algebrai szdmokkal (A NR) foglalkozunk, mert komplex
algebrai szamok felirhaték két valds algebrai szammal:

Allitas: Egy o € C komplex szdmra o € A <= Re(a),Im(a) € ANR.

Algebrai szamokat szimbolikusan tobbféleképpen lehet abrazolni. Ebben a fejezetben
az alabbiakrdél lesz szo6:

1. rekurzivan, alapmiiveletek és gyokvonds segitségével;
2. polinom gyokeként;
3. rogzitett algebrai szam racionalis fliggvényeként.

2.1. Rekurziv abrazolas

Egyik lehetséges mdd algebrai szamok abrazolasara a kifejezésfa. Erre az algebrai
szamok alabbi tulajdonsigai adnak lehetéséget:

Allités: [2, 349-350. o.]

a) QC A

b) a,BEA = a+f€A.
c) a € A= —a €A

d) a,feA=a- €A
e)aEA\{O}é—EA
f)aeAneN+:>\/_eA

A szdmokat a matematikai formuldjuk (pl. 1+ +/2) kifejezésfajaval Abrazoljuk: olyan
irdnyitott faval, amelynek a leveleiben racionalis szamok vannak, a belsé csicsokban
pedig algebrai miiveletek (4, —, -, / és N ). Ebben a forméban a miiveletvégzés
egyszeril: csak Ossze kell kapcsolni a két szam kifejezésfajat az uj mivelettel.

Az egyik probléma ezzel az dbrézoldssal, hogy nem egyértelmii: ugyanazt az algebrai
szamot tobbféleképpen is lehet abrazolni (pl. v2 + 1 = \/51_ o), ezért példaul az
egyenloségvizsgalat nehéz feladat. Masrészt a miiveletvégzések soran a kifejezésfa
egyre nagyobb lesz, pedig lehet, hogy az eredményt sokkal egyszeriibb alakban is
fel lehetne frni (pl. (V2+1) (v2—1) = 1). Ezért célszerdi a miiveletvégzések utdn




egyszerusiteni a kifejezést, de ez mar nem egyszerti feladat.

Az abrazolas tovabbi problémaja egy elvi korlat, amelyre a kovetkezd tétel mutat
ré:

Tétel (Galois): Van olyan algebrai szam, amely nem irhaté fel véges sok raciondlis
szam, alapmiivelet és gyokvonds segitségével. Példa: ilyenek az x° — 4x + 2 polinom
gyokei. [2, 406. o.]

Ez azt jelenti, hogy ilyen médon nem lehet minden algebrai szamot abrazolni, csak
egy részhalmazukat.

2.2. Abrazolds polinom gyokeként

Ha semmilyen tovabbi megszoritast nem szeretnénk az algebrai szamok halmazara
tenni, akkor kézenfekvo abrazolds maga a definicio: azzal a polinommal abrazoljuk,
amelynek gyoke a szam.

Ez az abrazolas igy nem egyértelmii: egy adott algebrai szamra végtelen sok ilyen
polinom létezik (elég megszorozni egy tetszéleges polinommal). Emiatt példaul az
egyenloségvizsgalat nehéz. Az egyértelmiiség az alabbi fogalommal biztosithato:

Definicié: Egy « algebrai szam miniméalpolinomja a legalacsonyabbfoki f € Z[x]
nemnulla polinom, melyre f(a) = 0.

Allitas: [2, 343. 0]

a) A minimalpolinom konstans szorzétdl eltekintve egyértelmiien 1étezik.
b) A minimélpolinom felbonthatatlan.

Definicié: Egy algebrai szam fokszama a minimalpolinomjanak fokszama.

Ha tehét az abrazold polinomrol megkoveteljiik, hogy felbonthatatlan legyen, vagyis
a minimélpolinom, akkor ez igy mar egyértelmii (feltéve, hogy a konstans szorzéra is
tesziink egy megszoritast), és ekkor az egyenl6ségvizsgdlat is egyszerii. Viszont ennek
az az ara, hogy a felbonthatatlansagot minden miivelet utan biztositani kell. Ehhez
altalaban polinomfaktorizaciéra van sziikség, amely iddigényes miivelet. Ennek
ellenére érdemes ezt a megszoritast megtenni, mert kiilonben a miiveletvégzések
soran a fokszam exponencidlisan novekedhetne, mikozben a minimalpolinom sokkal
kisebb fokszam is lehet.

Van egy masik probléma az dbrazolassal: egy polinomnak altaldban tobb gycke van.

Definicié: Algebrai szamok konjugaltak, ha megegyezik a minimalpolinomjuk
(konstans szorzétdl eltekintve).

Ezért ha egy konkrét algebrai szamot szeretnénk abrazolni, akkor a polinom mellett
még tovabbi adatokra van sziikség, amelyek azonositjdk, hogy a konjugaltak koziil
melyikrol van sz6. Erre tobb mddszer van, ezekbdl néhanyat mutatunk ebben a
fejezetben.

Eldszor azonban megnézziik altalanosan, hogy hogyan lehet miiveleteket végezni
ebben az abrazolasban.



2.2.1. Miveletvégzés

Polinomok gyokeként megadott szamok kozotti miiveletvégzéshez fontos eszkoz a
rezultans [3, 52-57. o.]:

Definicié: Legyen D integritési tartomany, f,g € D[x] n-ed-, illetve m-edfoki

polinomok. Legyenek f gyokei aq, o, ..., a, (multiplicitidssal szamolva), g gyokei
pedig hasonléan fy, 5, ..., Bn. Ekkor a két polinom rezultdnsa (az z valtozd
szerint):

resx(f, _fmg HH

=1 j=1
ahol f, és g, az f, ill. a g féegyiitthatoja.
Allit4s:
a) res;(f,g) az f és a g egyiitthat6ibdl Gsszeadés, kivonds és szorzds segitségével

kiszdmithat6. Kovetkezésképp res,(f,g) € D.
b) res,(f,g) =0 < f-nek és g-nek van kozos gyoke.

A rezultans segitségével az egyes miiveletek eredményének polinomjat az alabbiak
szerint lehet kiszamitani [1, 159. o.]:

Allitas: Legyen f(a) = 0 és g(f) = 0. Ekkor a tablazat els§ oszlopaban allé
kifejezés gyoke a masodik oszlopban 1évé polinomnak. Ezen polinom fokszama
a harmadik oszlopban lathatd, a negyedik oszlopban pedig az, hogy ha f és g
felbonthatatlan, akkor mit lehet mondani az eredménypolinomrol.

Gyok Polinom Fokszama Felbonthatatlansag
ai P o5, (T 9@ —5) | deg f-degg
a8 ves, (f(y), 9w +y)) | deg f-degg
af vesy (f(y),y"29 - g(x/y)) | deg f - degg
a/p resy (f(y), 9(zy)) deg f - degg
—a f(=x) deg f felbonthatatlan
1/a rdesl . f(1/x) deg f felbonthatatlan
Va (neNT) | fa") n - deg f
pl) (p € Zlz]) | resy(f(y),z — p(y)) deg f felbonthatatlan hatvanya

Minimalpolinomos dbrazolas esetén fontos, hogy a kapott eredmény felbonthatatlan
legyen, ezért azoknal a miiveleteknél, ahol ez nem teljesiil automatikusan, meg kell
keresni a megfelel6 felbonthatatlan faktort. Az utolsé miiveletnél, a polinomba
torténd behelyettesitésnél tudjuk, hogy az eredmény egy felbonthatatlan polinom
hatvanya, ezért ott csak négyzetmentesiteni kell. Altaldban azonban a polinom
faktorizacigjara van sziikség, és utana ki kell valasztani a megfelelo faktort. Ez
viszont fiigg attdél, hogy az eredeti polinomok melyik gyokérol van szé, igy ehhez
mindenképpen sziikség van a polinom melletti tovabbi adatra, amely azonositja a
gyokot.



2.2.2. Gyok azonositasa

2.2.2.1. Izolacios intervallum

A konjugaltak koziil a megfelel6 gyok azonositdsara a legkézenfekvobb maddszer az
izolacids intervallum.

Definicié: Legyen f € Z[z] polinom. Egy [a,b] intervallumot, ahol a,b € Q, az f
egy izolaciés intervalluménak nevezziik, ha 3la € [a,b] : f(a) = 0.

Ha tehat a polinom mellett tarolunk egy izolacidos intervallumot is, akkor azzal
egyértelmiien definidltuk az algebrai szamot. Az egyértelmiiség azonban forditva
nem igaz: egy polinom egy gyokéhez tobb izolacios intervallumot is meg lehet adni.
S6t, a racionalis szamok stirlisége miatt az intervallum tetszélegesen sziikithet6. Ez
utobbi tulajdonsag sok esetben jol hasznalhatd, példaul annak eldontéséhez, hogy
két algebrai szam koziil melyik a nagyobb.

Ahhoz, hogy egy intervallumrol eldontsiik, hogy izolacids intervallum-e, a benne 1évo
gyokok szamarol kell mondani valamit. Ehhez két tételt ismertetiink az alabbiakban:
a Sturm-tételt és a Budan-Fourier-tételt.

Definicié: Egy f € Z[x] polinom kanonikus Sturm-sorozatinak nevezziink a
kovetkezo polinomsorozatot:

o fO = f7
o fl = f/7
o fr:=—rem(fr_2, fr1) (k2>2),

ahol rem(f, g) az f-nek a g-vel valé osztasabdl szarmazé maradék. A rekurziét addig
ismételjiik, amig fr # 0.

Tétel (Sturm): Legyen f € Z[z]| \ {0} polinom, és kanonikus Sturm-sorozata
legyen fo, f1,..., fm. Jelolje os(x) az fo(x), fi(x),..., fm(x) sorozatban el6forduld
elgjelvéltasok szamat (elhagyva a 0-kat). Ekkor f-nek az (a,b] intervallumban 16v6
kiillénbozé valds gyokeinek szdma og(a) — og(b), feltéve, hogy f-nek sem a, sem b
nem tobbszoros gyoke.

Tétel (Budan—Fourier): Legyen f € Z[z] \ {0} egy n-edfoku polinom. Jeldlje
op(x) az f(x), f'(z), f"(z),..., f™(z) sorozatban eléforduld elsjelvéltdsok szamat
(elhagyva a 0-kat). Ekkor ha f-nek az (a, b] intervallumban multiplicitdssal szamolva
r gyoke van, akkor r < op(a) — op(b), pontosabban r = op(a) — or(b) — 2k, ahol
ke N. [7]

A Sturm-tétel segitségével minden esetben meg tudjuk mondani, hogy hény gyock
esik egy adott intervallumba. A Budan-Fourier-tétellel kénnyebb szdmolni (nem
kell a polinomsorozatot kiszamitani, mert a Horner-algoritmus kiterjesztésével az
Osszes derivaltat egyszerre ki tudjuk értékelni), viszont a gyokok szamara altalaban
csak egy felso becslést ad, és azon beliil csak a paritasat adja meg. Ez példaul akkor
hasznalhaté, ha or(a) — op(b) = 1, mert ekkor tudjuk, hogy pontosan egy gyok
van az intervallumban (de a forditottja nem igaz). Viszont speciélis esetben pontos
eredményt ad a tétel:

Allitas: Ha az f polinomnak minden gycke valds, akkor a Budan—Fourier-tételben
k=0, azaz r = op(a) — op(b).



Most nézziik, hogy az algebrai szamok kozotti miiveletvégzés utan hogyan lehet
kiszamitani az eredmény izolaciés intervallumat. Ennek az alapja az, hogy elvégezziik
intervallum-aritmetikailag az adott miiveletet a bemend szamok intervallumaira. Ez
igy onmagaban azonban altaldban nem elég: bar a kivant gyok benne lesz az 1j
intervallumban, de nincs garancia arra, hogy nem keriil bele més gyok is. Ezt az
intervallumok sziikitésével oldhatjuk meg: ha az 1j intervallumban tobb gyok is
van, akkor az eredetieket sziikitjiik, azokbdl tjra kiszamitjuk az 1j intervallumot,
és ezt addig ismételjik, amig izolacids intervallumot nem kapunk. Az egyvaltozos
miiveletek esetén (additiv és multiplikativ inverz, illetve gyokvonds) ez a probléma
elvileg nem jelentkezik: a kapott 14j intervallumban pontosan egy gyok marad. A
gyokvonasnal mégis van egy probléma: bar a kapott intervallumban csak egy gyok
lesz, de a végpontok nem feltétleniil raciondlis szamok. Ilyenkor egy kicsit tagitjuk
az intervallumot tgy, hogy raciondlis végpontjai legyenek, de mivel ezzel méas gyok
is keriilhet bele, ezutan itt is a szlikitéses eljarast alkalmazzuk.

Ha megvan az eredmény izolaciés intervalluma, akkor ezzel konnyen meg tudjuk
valaszolni azt a kérdést is, hogy az Gsszetett polinom melyik faktordnak lesz gyoke
a keresett algebrai szam: csak meg kell nézni, hogy melyik faktornak hany gyoke
van az intervallumban (és mivel itt ez a szdm csak 0 vagy 1 lehet, ezért ez egyszerii
el6jelvizsgalattal eldontheto).

2.2.2.2. Derivaltak eldjelei

A gy6k azonositdsara mas médszer is 1étezik, egy ilyet mutat Mishra és Pedersen [8].
Ok a polinom derivaltjainak el6jeleinek segitségével kiillonboztetik meg a konjugalt
gyokoket. A médszer a kovetkez6 tételen alapul:

Thom-lemma: Legyen f € Z[z] n-edfoku polinom, és sg, $1,...,8,-1 € {—1,0,1}
eljelek. Ekkor az {z € R | Yk € {0,1,...,n — 1} : sgn f®)(z) = 5;} halmaz vagy
tires, vagy intervallum (akar véges, akédr végtelen).

Kovetkezmény: Ha f € Z[z] \ {0} n-edfokd polinom, «,f € R két gyoke, és
Vk e {l,...,n—1} : sgn f¥)(a) = sgn f*(B), akkor a = B.

Tehat elegend6 a polinom mellett ezeket az eldjeleket tarolni, mert ezek egyértelmiien
meghatarozzak, hogy melyik gyokrol van szo.

2.2.3. Ertékelés

A polinom gyokeként valé abrazolas kellden altalanos, hiszen minden algebrai szamot
lehet igy abrazolni. Viszont nem hatékony: a legegyszeriibb alapmiiveletekhez is,
mint az 0sszeadas és a szorzas, Osszetett polinommiiveletekre van sziikség: rezultanst
kell szémitani, és minimalpolinomos &dbrazolés esetén uténa faktorizalni is kell (vagy
ellenkez6 esetben gyorsan nének a polinomok). Ez gyakorlatilag nem teszi lehetévé,
hogy bonyolult algoritmusokban szamtipusként ilyen abrazolasu algebrai szamokat
hasznaljunk, példaul lebegépontos szamok helyett.



2.3. Abrazolas algebrai szamtestben

A hatékony miveletvégzést ugy fogjuk biztositani, ha egy adott feladathoz leszikitjiik
az algebrai szamok korét.

Definicié: Egy F' test algebrai szamtest, ha véges dimenzids bévitése a racionalis
szamtestnek (Q-nak). Ekkor az F' test dimenzidja a Q feletti b6vités, mint linedris
tér fokszama.

A tovabbiakban egy rogzitett algebrai szamtestben fogunk szamolni. A szdmtest,
mivel véges dimenzios bovités, felirhaté ugy, hogy a Q-hoz hozzavesziink véges
sok algebrai szamot: Q(ay,ag,...,ar). A szamtest elemeit ezen bovité elemek
segitségével fogjuk abrazolni.

2.3.1. Egyszeriu bovités

A legegyszertibb dolgunk akkor van, ha a szamtest egyetlen bévito elemmel van
megadva.

Definicié: Az F test egyszerii bévitése Q-nak, ha Ja € F': F = Q(«). Az ilyen
a-t az I egy primitiv elemének nevezziik.

Az ilyen szamtest elemeit a rogzitett o segitségével konnyen fel tudjuk irni:

Allitss: Ha F = Q(«), ahol o egy n-edfoki algebrai szém, akkor F dimenziGja n,
és egy bazisa 1,a,a?,...,a" L. [2, 345. o]

Vagyis a test elemei az « legfeljebb n — 1-edfokt, racionalis egytlitthatés polinomjai,
és ez a feliras egyértelmi.

Ebben az dbrézoldsban a szdmolds egyszerl. Osszeaddshoz és kivondshoz, illetve
raciondlis szammal valé szorzashoz és osztashoz egyszertien csak egyiitthaténként
végezziik el a megfelel6 miiveletet. Altaldnos szorzdsndl és osztdsnal figyelembe
kell venni, hogy f(a) = 0, ahol f az a minimélpolinomja (melynek fokszama
n), igy lényegében Q[x]/(f)-ben kell szamolni. Szorzdsnél ez azt jelenti, hogy
a két polinom szorzatdnak (amely lehet n — 1-nél magasabb foku) vesszilkk az f
szerinti maradékat. Osztasnal multiplikativ inverzet szamolunk, a bovitett euklideszi
algoritmus segitségével: egy g polinom inverzének meghatarozasahoz megoldjuk a
sf+tg = 1 polinomegyenletet a bévitett euklideszi algoritmussal, és ekkor tg = 1(f)
lesz, azaz a multiplikativ inverz t lesz.

2.3.2. Tobbszoros bovités

Nehezebb a feladat, ha az algebrai szamtestet egynél tobb bovité elemmel adtuk
meg: = Q(ay, ag,...,ar). Erre az esetre tobbféle megolddst mutatunk.
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2.3.2.1. Tobbvaltozdés polinomokkal

Egyik megoldas, hogy altalanositjuk az egyszerii bovités abrazolasat: egyvaltozos
helyett tobbvaltozos polinomokat hasznalunk, ahol az egyes valtozok az egyes bovito
elemeknek felelnek meg. Az abrazolast rekurzivan épitjik fel: egyenként adjuk hozza
a bovitd elemeket Q-hoz, és a kovetkezd bovitéshez a mar meglévo el6zé boévitést
vessziik alapul. [4, 12-13. o.]

Ehhez eloszor altalanositunk néhany fent bevezetett fogalmat:

Definicié: Legyen K test, és L a K testbovitése. Ekkor egy o € L algebrai
elem a K test folott, ha van olyan f € K[z] nemnulla polinom, amelynek gyoke:
fla) =0.

Ennek specidlis esete az algebrai szam, ha K = QQ, mert bar annak a definicigjaban

Z[z]-beli polinomot kdveteltiink meg, de pontosan ugyanakkor van ugyanilyen Q[x]
folotti polinom is.

Definicié: Egy a € L algebrai elem minimalpolinomja a K test folott a
legalacsonyabbfoki f € K[z] nemnulla polinom, melyre f(«) = 0.

Adottak tehat az aq, ag, ..., ay algebrai szamok, és az F' = Q(aq, ag, .. ., ax) testet
szeretnénk abrazolni. Legyen F; := Q(aq,aa, ..., q;) az i. kozbiilsé bovités (Fy =
Q), és ezt bovitjiik rekurzivan a kovetkezd elemmel: Fj; = Fj(o;i1). Ha aiq
algebrai szam, akkor algebrai elem az F; folott is, hiszen ha gyoke egy Q folotti
polinomnak, akkor az egyuttal F; f0lotti polinom is. Legyen «;.1-nek az F; folotti
minimalpolinomja f;,;1. Ez nem feltétleniil azonos a Q f6l6tti minimalpolinommal,
mert az attol, hogy Q folott felbonthatatlan, F; folott még nem feltétlentil az. Ha
a;y1 a (Q folotti) minimalpolinomjéval van megadva, akkor azt elészor faktorizalni
kell F; f6l6tt, és ki kell valasztani a megfelel6 faktort (példdul behelyettesitéssel).
Ha mar megvan az F; f6lott minimélpolinom, akkor az abrézolas ugyanigy torténik,
mint a Q egyszert bovitésénél: F; folotti legfeljebb (deg fi+1 —1)-edfoku polinomokat
hasznalunk, egészen pontosan az F;[z;y1]/(fiy1) elemeivel abrézoljuk F;,; elemeit.
Ha ezt rekurzivan alkalmazzuk, akkor a végeredmény egy k-véaltozos Q f6l6ti polinom
lesz, melynek minden x; valtozéjaban korldtozott a fokszama (legfeljebb deg f; — 1).

2.3.2.2. Primitiv elem keresése

A t6bbszoros bévitések abrazolasanak masik médja, hogy felirjuk a testet egyszerii
bovitésként. Erre az alabbi tétel ad lehetdséget:

Tétel (primitiv elem tétel): Minden F' algebrai szdmtestben van a € F' primitiv
elem. [5, 556. 0.

Tehdt minden Q(ay, g, ..., ax) test felirhaté Q(«) alakban. A kérdés az, hogy
hogyan lehet egy ilyen a-t meghatarozni az aq,as,...,ax elemekbdl. Indukciéval
visszavezethetd a kérdés csupan két elemre: adottak a 3 és a  algebrai szamok, és
kerestink olyan a-t, amelyre Q(«) = Q(S3, 7).

A kovetkezo tétel valaszt ad arra a kérdésre, hogy milyen alakban kell keresni a
primitiv elemet:

Tétel: Legyen Q(f,v) egy n-dimenziés algebrai szamtest. Ekkor a f + sy szam
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primitiv eleme a testnek majdnem minden s € Z-re, kivéve véges sok (legfeljebb
n — 1) egész szamot. [5, 563. o.]

A primitiv elem keresése ezek utan igy néz ki: vessziik az o := 4+ sy szamot rendre
s =1,2,3,...-ra, és megnézziik, hogy a kapott kifejezés primitiv elem-e, azaz Q(«)
megegyezik-e Q(/3,v)-val. A kérdés az, hogy ezt hogyan dénthetjiik el. Legyen g és
h a B, ill. a v minimalpolinomja. Szamitsuk ki a kdvetkezo legnagyobb ko6zos osztot:

oo ()

A polinomok egyiitthatéi a Q(«) testben vannak, amelyben a fent leirt médon
tudunk szamolni. Mindkettének gyoke 3, ezért a legnagyobb kozos oszténak is gyoke
lesz. Ha a legnagyobb kozos oszté elsofoki, akkor abbdl S kozvetleniil kifejezheto
az. « segitségével, vagyis B € Q(a), tovabba ~ = O‘T_ﬁ € Q(«). Ezekbdl mér
kovetkezik, hogy Q(a) = Q(f, ), tovdbba megkaptuk [ és ~y felirdsét az o primitiv
elem segitségével. A kérdés mar csak az, hogy mit kezdiink azzal az esettel, ha
a legnagyobb koz0s oszté magasabbfoku. Az egyik lehetOség, hogy faktorizdljuk
az eredményt Q(«) 616tt, behelyettesitéssel kivalasztjuk a [S-hoz tartozé faktort,
és ekkor a pontosan akkor lesz primitiv elem, ha ez a faktor elséfokid. A masik,
egyszeribb megoldés, hogy ezzel az esettel nem foglalkozunk, hanem tovabbmegytink
a kovetkez6 s-re. Ezt megtehetjiik, mert a kovetkezo allitasbol kovetkezik, hogy csak
ritkan kapunk magasabbfoki eredményt:

Allitas: Csak véges sok olyan s egész szam létezik, melyre van olyan ' #  gyoke
g-nek és v # v gyoke h-nak, hogy o = 3’ + s7'.

Ugyanis a fenti legnagyobb kozos oszténak pontosan az ilyen ['-k lesznek a gyokei
(a f-n kiviil), tehat pontosan akkor lesz magasabbfoki ez a polinom, ha S-n kiviil
van még ilyen gyoke g-nek. Az allitds szerint pedig csak véges sok s-re van.
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3. A konyvtar hasznalata

Ebben a fejezetben bemutatjuk a Symbolic Algebraic Numbers (SAN) konyvtar
hasznalatat. Ez egy C++-ban irt programkonyvtar, amely algebrai szamtipusokat
definial. A fontosabb tipusai:

Tipus Leirds Fejléc (#include)
san::integer egész szam (7)) <san/integer.hpp>
san::rational raciondlis szam (Q) <san/rational.hpp>
san: :polynomial<type> | polinom (R|[x]) <san/polynomial.hpp>
san: :algebraic valés algebrai szam (A NR) | <san/algebraic.hpp>
san::algfield algebrai szamtest <san/algfield.hpp>
san: :algnumber algebrai szdmtest eleme <san/algnumber.hpp>

Ezenkiviil fontos fejléc még a <san/error.hpp>, amely hibatipusokat definidl (pl.
division by zero).

A fentieket a fejezet késébbi részeiben részletesen targyaljuk. A konyvtar minden
nevet (tipust, fliggvényt, objektumot) a san névtérben definidl. A tovabbiakban ezt
nem jelezzik kiilon.

3.1. Forditas

A konyvtar forditasdhoz barmely C++ fordité hasznalhaté, amely megfelel a C4++11
szabvanynak, illetve biztosan hasznalhaték az alabbi forditdk:

e GCC 4.6
e Microsoft Visual C+-+ 2015

A konyvtar leforditdsat segitik a mellékelt segédallomanyok: Makefile (GCC-hez)
és Makefile.msve (Visual C++-hoz). Ezek segitségével parancssorbdl egyszeri a
forditas. GCC-hez a GNU Make segédprogramot hasznalhatjuk:

make

Visual C++-hoz pedig a hozza tartozo6 NMAKE parancsot:

nmake /F Makefile.msvc

A programot, amely hasznélja a konyvtarat, olyan paraméterekkel kell leforditani,
hogy a fordito elérje a konyvtar fejlécallomanyait, és a szerkesztés soran megtalédlja a
leforditott konyvtarat. Példaul ha a san konyvtar a program konyvtarahoz képest
a ../san elérési tton van, akkor a GCC-nek a kovetkez6 kapcesoldt kell megadni
forditashoz: -I.., és a kovetkezot szerkesztéshez: ../san/san.a. Visual C++-ban
ez /I.. és ..\san\san.lib.
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3.2. Kozos szammuveletek

A fejezet tovabbi részeiben az egyes tipusok és fejlécek részletes dokumentécidja
kovetkezik.

A konyvtar négy szamtipust definidl: integer, rational, algebraic és algnumber.
Ezeknek a tipusoknak sok kozos miiveletiik van, ezért ezeket nem irjuk le mind a
négynél kiilon-kiilon, hanem csak egyszer, ebben a részben. Az egyes tipusokra itt
a type névvel hivatkozunk, ezt értelemszeriien be kell helyettesiteni a négy tipus
valamelyikére.

Barmely tipust ha paraméter nélkiil létrehozzuk, értéke nulla lesz.

Aritmetika

Ezen négy tipus objektumaival a beépitett szamokhoz hasonléan lehet aritmetikai
miiveleteket végezni:

e négy alapmiivelet (a + b,a - b, a * b,a / b);
o czek értékaddsos valtozata (a += b,a -= b, a *= b, a /= b);
e cl6jelképzés (+a, -a).

Osszehasonlitas
Ezek a tipusok az elemi szamokhoz hasonléan tamogatjak a relacids miiveleteket:

e cgyenldségvizsgdlat (a == b, a != b);
e cgyenl6tlenségek (a < b,a > b,a <= b, a >= b).

Ezenkiviil van egy fiiggvény, amely két szamot Osszehasonlit, és haromféle eredményt
adhat vissza:

int compare (type const& a, type const& b);

Ha a == b, akkor O-t, ha a < b, akkor -1-et, ha pedig a > b, akkor +1-et.

A fenti kétvaltozos muveleteket kiilonboz6 tipusu argumentumokra is lehet hasznalni,
a négy tipus kozil barmely kettore, kivéve az algnumber és az algebraic parosra.

Hatvanyozas

A szam onmagaval valé a szorzasanak ismétlését az alabbi fliggvények hatékonyabban
végzik el:

type sqr (type const& x); — a szdm négyzete (%)

type cube (type const& x); — a szam kobe (%)

type pow (type const& x, unsigned n); — a szdm n-edik hatvanya (z™)

Konvertalas
A szamtipusok kozott az értékkészletiiket tekintve matematikailag az alabbi relaciok
allnak fenn:

integer C rational C algnumber C algebraic

Ennek megfeleléen lehet ezeket egymésba konvertalni: minden tipus konvertélhato
a ldncban téle jobbra 1évé barmelyik tipussa. Ezek automatikusan (implicit médon)
miikddnek, kivéve az algnumber — algebraic konverziot, amelyet hatékonysagi
okok miatt csak explicit médon lehet végrehajtani (ki kell {rni a konverzidt).
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Emellett az aldbbi tovabbi konvertalési lehetoségek vannak:

e Barmelyik fenti szamtipus implicit médon konvertalhato az elemi int tipusbol.
Az integer ezenkiviil az Gsszes t6bbi elemi egész tipusbdl (unsigned int,
long stb.) is konvertalhato.

e Az integer explicit médon konvertalhatéd barmely elemi egész szamtipusba.
Ha az érték nem fér bele az adott tipusba, akkor a konvertalds eredménye nem
definialt.

e A konyvtar barmely szamtipusa explicit médon konvertalhaté integer-ré. Ez
kerekitést jelent a nulla irdnyéba (pozitiv szamokat lefelé, negativ szdmokat
folfelé). Tovébbi egészre kerekitési lehetéségekrol lejjebb frunk.

e A konyvtar barmely széamtipusa explicit médon konvertalhaté lebegépontos
tipusokka: float, double és long double. Ilyenkor kozelité értéket szamol.
Ugyanezt csindlja az approx() tagfiiggvény is (1asd lejjebb).

Egészre kerekités

A konyvtar szamtipusait (az integer kivételével) lehet egészre kerekiteni, az aldbbi
négyféle mdédon:

integer-ré konvertalas — nulla felé kerekit: pozitiv szamokat lefelé, negativ szamokat
folfelé.

integer floor (type const&); — lefelé kerekit.

integer ceil (type const&); — folfelé kerekit.

integer round (type const&); — a legkozelebbi egész szam felé kerekit. Ha két
szomszédos egész szam kozott féluton van, akkor a nullatdl tavolodva kerekit, azaz
pozitiv szamokat folfelé, negativ szamokat pedig lefelé.

Lebegopontos kiértékelés

double type::approx () const; — kiszamitja a szam lebegépontos kozelitését.

3.3. integer

Az integer egész szamokat (Z) dbrazold tipus.

Ellentétben a beépitett elemi egész szamokkal (int, long stb.), amelyek csak egy
elére definidlt tartoményban 16v6 szamokat képesek abrézolni (pl. -2147483648-t61
+2147483647-ig, de ez gépfiiggd), az integer szamok mérete korldtlan, pontosabban
az egyetlen korlat a memoria mérete és a szamitasi kapacitas.

Az integer osztaly tamogatja mindazokat a kozos szammiiveleteket, amelyeket fent
irtunk, illetve még az alabbiakat:

Maradékos osztas

Az integer-en — az elemi egész szamokhoz hasonléan — definidlt a maradékos
osztés: az a / b kiszamitja az osztas héanyadosat, az a % b pedig a maradékot.
Ezeknek hasznédlhaté az értékaddsos valtozata is (a /= b, a %= b). Van tovdbbd
egy fiiggvény, amely a maradékos osztéas két eredményét egyszerre szamitja ki, ezaltal
hatékonyabb, mintha a két miiveletet hasznalnédnk kiilon-kiilon:

15



void divide (
integer const& lhs, integer const& rhs,
integer* quot = nullptr, integer* rem = nullptr
)
A fiiggvény elosztja 1hs-t rhs-sel, és a hanyadost *quot-ba teszi, a maradékot pedig
*xrem-be (amelyiket megadjuk).

Legnagyobb ko0zos oszto

integer gcd (integer const& lhs, integer const& rhs);
Kiszamitja a két szam legnagyobb kozos osztéjat. Mindig pozitiv eredményt ad
vissza, ha nem mindkét paraméter nulla. Itt gcd(0, 0) ==

3.4. rational

A rational tipus raciondlis szdmokat (Q) dbrazol.

Az osztaly a fent leirt kozos szammiiveleteken kiviil az alabbiakat tamogatja:

Létrehozas

rational::rational (integer const& num, integer const& den);
Létrehozza a num / den racionalis szamot. Feltétel: den != 0.

Egyszerii lekérdezések

integer numer () const;

integer denom () const;

Visszaadjak a racionalis szam szamlaléjat és nevez6jét a tort egyszertisitett alakjabol.
Ebben az alakban a nevez6 mindig pozitiv.

3.5. polynomial

A polynomial<type> egyvaltozds polinomokat abrazol, ahol type az egyiitthatok
tipusa. Ez utobbi tetszoleges olyan tipus lehet, amelyeket a szokasos moédon lehet
Osszeadni, kivonni és szorozni (pontosabban az a feltétel, hogy integritdsi tartomany
legyen). Ilyen barmely beépitett egész vagy lebegépontos tipus, ilyen a konyvtar
Osszes szamtipusa, tovabba ilyen maga a polynomial is, ezaltal lehet rekurzivan
tobbvaltozos polinomokat is definialni.

Létrehozas

polynomial::polynomial (); — létrehozza az azonosan nulla polinomot.
polynomial::polynomial (type const&); — létrehoz egy konstans polinomot.
polynomial::polynomial (type const& cO, type const& cl); — létrehoz egy
legfeljebb els6fokt polinomot: c1 - + cO.

polynomial::polynomial (type const& cO, type const& cl, type const& c2);
— létrehoz egy legfeljebb mésodfoki polinomot: ¢2 - 2?2 + c1 - x + c0.
polynomial::polynomial (std::initializer list<type> list); —amegadott
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egyiitthatokbol 1étrehoz egy polinomot. A lista elsé eleme a konstans tag, a kovetkezo
az els6foku tag, és igy tovabb. Példa: a polynomial<integer>{-1, -3, 0, 1}
kifejezés 1étrehozza az x3 — 3z — 1 polinomot.

static polynomial::power (unsigned n); — létrehozza az z™ polinomot.
static polynomial::power (unsigned n, type const& c); —létrehozza a c-a"
polinomot.

Konvertalas

A polinom konvertalhaté més egytitthatotipusi polinomma, ha az egytitthatdk tipusa
konvertalhat6. Példaul a polynomial<int> konvertalhato polynomial<integer>-ré.

Egyszeru miiveletek

int polynomial::degree () const; — visszaadja a polinom fokszaméat. Konstans
nulla polinomra -1-et ad.

type const& polynomial::coeff (unsigned k) const; — visszaadja a k-adfoku
tag egyutthatdjat. Feltétel: k <= degree().

type const& polynomial::lcoeff () const; — visszaadja a féegytlitthatot.
Feltétel: a polinom nem azonosan nulla.

type const& polynomial::tcoeff () const; — visszaadja a konstans tagot.
Feltétel: a polinom nem azonosan nulla.

void polynomial::set_coeff (unsigned k, type const& cf); —ak-adfoku tag
egyiitthatojat beallitja cf-re. Itt k tetszoleges természetes szam lehet.

Aritmetika
A szamokhoz hasonléan a polinomokon is elvégezheték az alapmiiveletek:

e Osszeadds (a + b), kivonds (a - b) és szorzas (a * b);

e maradékos osztas: az a / b kifejezés kiszamitja a hanyadost, az a % b pedig
a maradékot;

e czek értékaddsos valtozatai (a += b, a -= b, a *= b, a /= b, a %= b);

e clbjelképzés (+a, -a).

A maradékos osztasndl ha az egyiitthatégyiri nem test (pl. egész szamok), akkor
az osztas elott az osztandot felszorozza annyival, hogy az osztas elvégezheto legyen.

Van tovabba egy fliggvény, amely a maradékos osztds két eredményét egyszerre
szamitja ki, ezaltal hatékonyabb, mint a két miivelet (a / b és a % b) kiilon-kiilon:
void divide (
polynomial<type> const& lhs, polynomial<type> const& rhs,
polynomial<type>* quot = nullptr, polynomial<type>* rem = nullptr,
type* denom = nullptr
)
A fiiggvény elosztja lhs-t rhs-sel maradékosan, és a hanyadost *quot-ba teszi, a
maradékot pedig *rem-be (amelyiket megadjuk). Ha megadjuk a denom-ot is, akkor
ide irja, hogy mennyivel kellett felszorozni 1hs-t, hogy az osztas elvégezheto legyen
(ha nem kellett, akkor 1 lesz).

Egyenloségvizsgalat

A polinomokra a szamokhoz hasonléan miikodik az egyenl6ség: a == b, a != b.
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Egyéb

Behelyettesités: a p(x) kifejezés kiszamitja a p polinom helyettesitési értékét az x
helyen. Az x nemcsak a polinom egytitthatétipusanak megfelel6 érték lehet, hanem
barmi, amit az egyiitthatékkal 6ssze lehet adni és szorozni, akar polinom is.

polynomial polynomial::derivative (unsigned k = 1) const; — kiszamitja
a polinom derivaltjat. Ha megadunk egy k természetes szamot, akkor annyiadik
derivaltjat.

type polynomial::simplify (); — egyszerisiti a polinomot. Test folott ez azt
jelenti, hogy leosztja a féegyiitthatoval, egyébként pedig (pl. egészeknél) leosztja
az egyiitthatok legnagyobb kozos osztdjaval. Az egyszeriisités utan a féegyiitthato
egységnormalt lesz (pl. egészek esetén pozitiv). A visszatérési értékben megadja,
hogy mennyivel osztotta le a polinomot. Konstans nulla esetén nem torténik semmi,
és 1-et ad vissza.

type polynomial::content () const; — visszaadja azt az értéket, amellyel a
polinomot egyszeriisiteni lehet. Ugyanazt adja vissza, mint a simplify(), csak
a polinomot nem médositja.

Polinommaiveletek

polynomial gcd (polynomial const& lhs, polynomial const& rhs);
Kiszamitja a két polinom legnagyobb kozos osztéjat. Az eredmény egyszertisitett
(simplify()) lesz. Ha mindkét paraméter konstans nulla, akkor az eredmény is
nulla lesz.

polynomial ged_ex (

polynomial const& lhs, polynomial const& rhs,

polynomial* 1b = nullptr, polynomial* rb = nullptr
)
Kiszamitja a két polinom legnagyobb kozos osztdjat és a Bézout-egyiitthatdkat,
vagyis azokat a legalacsonyabb fokd 1b és rb polinomokat, melyekre lb*1lhs +
rb*rbs == gcd(lhs, rhs). Amelyik eredményparamétert nem adjuk meg, azt nem
szamitja ki.
type resultant (polynomial const& lhs, polynomial const& rhs);
Kiszamitja a két polinom rezultansat.

Polinomfaktorizacio

polynomial::factorization polynomial::factor () const;

Faktorizalja a polinomot, azaz felirja szorzatalakban: f = ¢ ffl ka2 ... fFm ahol az
fi-k paronként kiilonbo6zé felbonthatatlan, egyszertisitett (simplify()) polinomok,
¢ pedig egy konstans.

A visszaadott polynomial::factorization objektum gy hasznalhato, mint egy
tomb (size(), fact[i], begin(), end()), melynek elemei a kiilonbozé faktorok.
Egy faktor egy polynomial: :factor objektum, amely polynomial-ként viselkedik,
de van egy exp adattagja is, a kitevs. A factorization-nek van tovabba egy
content adattagja is, amely a c szorzé értékét térolja.

A faktorizacié nem minden egyiitthatotipusra van definialva, az itt targyaltak kozil
csak az integer-re és az algnumber-re.
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3.6. algebraic

Az algebraic tipus valds algebrai szdmokat dbrazol (A NR).

Ezzel a tipussal a szamolds lassi. Hatékonyabb, ha ilyen szamokbdl 1étrehozunk
egy algebrai szdmtestet, és annak az elemeivel szdmolunk (lasd az algfield-et és
az algnumber-t késGbb).

Az algebraic tamogatja a kordbban targyalt kozos szammiiveleteket, tovabba:

Létrehozas

explicit algebraic::algebraic (polynomial<integer> const&);
algebraic::algebraic (polynomial<integer> const&,

infed<rational> const& a, infed<rational> const& b);
Létrehozaskor meg kell adni egy polinomot, amelynek gyoke az algebrai szam.
Megadhatunk tovabba egy zart intervallumot (mésodik valtozat), amely kijeloli a
polinom megfelel6 gyckét. A két végpontjat kell megadni, amelyek vagy racionalis
szamok (rational), vagy valamelyik lehet végtelen (inf vagy -inf). Feltétel, hogy
ebben az intervallumban a polinomnak pontosan egy gyoke legyen.
Az els6 valtozatban a polinomnak pontosan egy valos gyoke lehet, vagy ha tobb is
van, akkor csak egy pozitiv valos gyoke lehet.
A megadott polinom nem kell, hogy felbonthatatlan legyen, és a gyoknek nem kell
egyszeresnek lennie. Ha a polinomnak nincs gyoke a megadott intervallumban, akkor
algebraic: :no_roots tipusi kivételt dob, ha pedig t6bb (kiilonbozé) gyoke is van,
akkor algebraic: :multiple_roots kivételt kapunk.

Egyszeri lekérdezések

polynomial<integer> algebraic::minpoly () const; — minimélpolinom
unsigned algebraic::degree () const; — az algebrai szam fokszama
Gyokvonas

algebraic sqrt (algebraic const& x); — négyzetgyok (\/x)

algebraic cbrt (algebraic const& x); — kobgyok (/z)

algebraic root (algebraic const& x, unsigned n); — n-edik gydk ({/z)
Behelyettesités polinomba

algebraic algebraic::eval (polynomial<integer> const& pol) const;
Behelyettesiti az algebrai szamot a megadott polinomba. Hatékonyabb, mint elvégezni
a megfelel6 szorzasokat és Osszeadasokat.

3.7. algfield

Az algfield egy algebrai szamtest.

A testet egy vagy tobb algebrai szambdl (algebraic) lehet létrehozni. FElemei
algnumber tipusuak, amelyekkel sokkal hatékonyabb szamolni, mint az algebraic
tipussal kozvetlentl.
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Az algfield specialis esetben lehet maga a raciondlis szamtest is, ha nem adunk
meg bovito algebrai szamot.

Létrehozas

algfield::algfield (); — paraméter nélkiil a raciondlis szamtestet (Q) hozza
létre.

explicit algfield::algfield (algebraic const&); — a raciondlis szamtestet

egyetlen elemmel béviti (Q(a)).

algfield::algfield (unsigned k, algebraic const*); — a Q-t a megadott k
elemmel boviti (Q(ay, s, ..., ;). A masodik paraméter egy témb kezddcime,
amelyben a k algebrai szam szerepel.

Szam létrehozasa a testbol

algnumber algfield::create (integer const&) const;

algnumber algfield::create (rational const&) const;

algnumber algfield::create (algebraic const&) const;

Létrehoznak az adott testbol egy algnumber-t, amelynek az értéke a megadott egész
szam, raciondlis szam vagy algebrai szam lesz. Az algebrai szam (algebraic) esetén
ha a szam nincs benne a testben, akkor algfield: :not_in field kivételt dob.

3.8. algnumber

Az algnumber egy algebrai szémtest (algfield) eleme.

Minden algnumber objektum egyértelmiien valammelyik algfield-hez tartozik,
és miuveleteket végezni csak azonos testhez tartozd szamok kozott lehet. Ezaldl
kivételt képeznek a raciondlis szdmok, mert az ilyen algnumber objektumoknak nem
kell feltétleniil valamely algfield-hez tartozniuk, és barmely mas algnumber-rel
hasznalhaték kozos miiveletben.

Az algnumber a fent leirt kozos szammiiveleteket tamogatja.

algnumber-t létrehozni az algfield: : create ()-tel lehet (azonkiviil, hogy raciondlis
szamok konvertalhatok kozvetleniil algnumber-ré).

3.9. error

A <san/error.hpp> definidlja azokat a kivételosztalyokat, amelyeket hibdk esetén
dob a konyvtar:

e error: a hibaosztalyok kozos 6se.

e division_by_zero: nulldval osztas tortént a konyvtar valamely tipusanal.

e negative_sqrt: négyzetgyokvonas negativ szambol. Példaul az algebraic-re
vonatkozé sqrt () dobhat ilyet.

e negative root: paros kitevojii gyokvonas negativ szambol. Ososztalya a
negative_sqrt-nek.
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4. A konyvtar miikodése

Ebben a fejezetben a konyvtar miikodésérdl lesz szé: az egyes tipusok abrazolasarol
és a fontosabb miiveletek megvaldsitasardl.

4.1. Segédtipusok

4.1.1. integer

Az egész szamokhoz helyiértékes abrazolast hasznalunk:

n—1

a=(-1)° Za,Bi €Z,

i=0
ahol s € {0,1} az elgjelbit, a; € [0 .. B — 1]-k a szdmjegyek, és B a szdmrendszer
alapszama. FEz utébbi a gépi szé méretének megfeleld kettéhatvany, azaz akkora,
hogy egy a; éppen beleférjen egy gépi szoba. Nemnulla szam esetén a legnagyobb
helyiértékli térolt szamjegy (a,—1) nem nulla. A nulldt nulla darab szamjeggyel
abrazoljuk, és ekkor s tetszOleges (vagyis ebben az egy esetben az dbrazolds nem
egyértelmi).

4.1.2. rational

A raciondlis szamokat szamlaloval és nevezovel abrazoljuk:
a
q= g € Q7
ahol a,b € Z, mindkett6 integer tipusti. A tort mindig egyszerisitett, és a nevezo
mindig pozitiv. Ez biztositja az egyértelmiiséget, és hogy minél kisebb szamokat

hasznaljunk az abrazolashoz, viszont igy minden miivelet utan egyszertsiteni kell az
eredményt (ehhez legtobbszor legnagyobb kozos osztét kell szamitani).

A tovabbiakban a racionalis szamok ezen abrazolas szerinti szamlaldjat és nevezojét
numer(q)-val és denom(q)-val jeloljiik.
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4.1.3. polynomial

A polinomokat egyiitthatok sorozatdval abrazoljuk, stiri abrazolassal:

= Z a;r" € R[z]

ahol a; € R a tarolt egytitthatok és n = deg f. A konstans nulla polinomot nulla
darab egytitthatoval dbrazoljuk.

A polynomial fontosabb miiveleteinek megvaldsitdsa:

Alapmiveletek: a kézzel, irdsban torténd szamolasnak megfelel6 mdédon.
Behelyettesités a polinomba: Horner-modszerrel.

Legnagyobb ko6zos oszto: euklideszi algoritmussal.

Rezultans: a szubrezultans algoritmussal. [1, 122. o.]

Faktorizdcié egészek f616tt: Cantor-Zassenhaus-algoritmussal Z,|x]-ben, majd
kiterjesztés Hensel-felvondssal Z[x]-be. [6, 368-376. o.]

4.2. algebraic

Az algebraic altalanos algebrai szamot dbrazol, ezért a 2. fejezetben bemutatott
abrazolasi médok koziil a polinom gyokeként vald abrazolast alkalmazzuk. A gyok
azonositasara a konjugaltak kozott alapvetden izolacids intervallumot hasznalunk,
de tovabbi feltételekkel és kiegészitésekkel.

Egészen pontosan egy o € A NR algebrai szamot az alabbiak szerint dbrazolunk:
a— (f,[a,b],s),
ahol:

1. f € Z[z] az o minimélpolinomja. Legyen f = Y  a;x’, ahol a; € Z az
egylitthatok és n = deg f > 1. Az egyértelmii dbrazolds miatt (a konstans
szorzdt is figyelembe véve) megkoveteljiik, hogy primitiv polinom legyen, azaz:

(a) gcd(ao,al, coan) =1, és
(b) a,
2. [a,b] C R 1zola(:1os intervallum, az alabbi tovabbi megszoritasokkal:
a) Vk € {1,2,...,n},Vz € [a,b] : f®)(2) # 0. Azaz nemcsak az f-nek nem
lehet a-n kiviil mas gyoke az intervallumban, hanem a derivéaltjainak sem
lehet zérushelye ott. Minden izolacids intervallum lesziikitheto ugy, hogy
ez teljesiiljon, ugyanis a derivaltaknak csak véges sok gyoke lehet, és «
nem lehet gyoke (mert f a legalacsonyabbfoku ilyen), kovetkezésképp
a-nak van olyan kornyezete, amelyben semelyik derivaltnak sincs gyoke.
(b) Az intervallum végpontjai binéris raciondlis szdmok, azaz olyan racionélis
szamok, amelyeknek a nevezdje kettohatvany. Ezaltal hatékonyabb veliik
a szamolas, mert nincs sziikség legnagyobb kozos osztok szaimlitziséra].
ao, bo

A két végpontot kozos nevezovel taroljuk, azaz az intervallum o

alakl, ahol ag,by € Z és k € N.
(c) Ha ov maga is bindris racionélis szam, akkor pontintervallumot hasznéalunk:

[a,b] =[a,a].
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3. s =(s1,89,...,8,1) € {—1,1}"! elgjelsorozat, amely megadja a derivéltak

elGjeleit a gyokben: s = <sgn f'(a),sgn f"(a),...,sgn f(”_l)(a)>. A 2.222.
alfejezetben lattuk, hogy s onmagédban is elegendé lenne « azonositasira a
konjugéltak kozott, de itt csak kiegészitéo adatként hasznaljuk az izolacids
intervallum mellett. Az eléjelek, ellentétben az intervallummal, adott o esetén
egyértelmiiek, igy példaul az egyenlGségvizsgalat egyszeriibb veliik.
Az a feltétel, hogy a derivaltaknak nem lehet gyoke az intervallumban, azt
biztositja, hogy a derivaltak el6jelei a teljes intervallumon megegyezzenek az
s elojelekkel. Ez megkonnyit bizonyos miiveleteket, példaul az a lebegépontos
kozelitését (lasd a 4.2.5. alfejezetet).

Most lassuk az algebraic fontosabb miveleteinek a megvaldsitasat. Az itt szereplo
algoritmusok a kodhoz képest leegyszeriisitettek és csak a lényeget mutatjak be.
A kédban ezek tovabbi ellenérzésekkel, optimalizalasokkal egésziilnek ki (példaul a
raciondlis szamokat kiilon esetként kezeljiik).

4.2.1. Létrehozas

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az algebraic létrehozhatd egy egész egyiitthatds
polinombdl, amelynek gyoke, és megadhatd hozzé egy izolaciés intervallum. Ezek
azonban nem feltétleniil teljesitik a fenti feltételeket, példaul nemcsak felbonthatatlan
polinomot lehet megadni, illetve az intervallum végpontjai nemcsak binaris racionalis
szamok, hanem tetszoleges raciondlis szamok lehetnek, vagy akéar végtelenek is.
Ezért 1étrehozaskor az adatokat a megfelelé alakira hozzuk, a kovetkezd oldalon
lathato6 1. algoritmussal (a kédban az algebraic::init() segédfiiggvénnyel).

4.2.2. Alapmiuveletek

Az algebrai szamok kozotti alapmiveletek elvégzésének két része van. ElGszor
kiszamitunk egy polinomot, amelynek gyoke a keresett érték. Aztan kiszamitjuk az
eredmény tovabbi adatait (intervallumét és az el6jeleket). Ha a kapott polinomrél
nem tudjuk biztosan, hogy felbonthatatlan, akkor a masodik részhez hozzatartozik
az is, hogy kivélasztjuk a polinomnak azt a faktorat, amelynek gyoke a szam.

Az alapmiuveletek algoritmusat az Osszeadds példajan mutatjuk be. Az algoritmus
elso részét, a polinom el6allitasat az egyes miiveletekre a 2.2.1. alfejezet tablazataban
lathatjuk. A masodik rész, tehat az intervallum és az eléjelek kiszamitasa pedig a
legtobb miiveletnél nagyon hasonlod, vagy ahol a kapott polinom eleve felbonthatatlan,
ott joval egyszeriibb. Ez a masodik rész a kédban az algebraic: :isolate_factor()
segédfiiggvényben talalhatd, az egyszertibb (faktorizacié nélkiili) valtozat pedig az
algebraic::isolate()-ben.

Adottak a bemené algebrai szdmok az abrazolé adataikkal: 8 — (fs,[ag, bg], ss)
és v — (fy,lay,by],8y). Ezekbdl szeretnénk kiszamitani az a = f + v szdm
abrazolasat: a — (f,[a,b],s). Az elsé részben kiszamitunk egy f polinomot,
amelynek gyoke «, az emlitett tablazatban 1évé képlettel. A masodik részben ezt
faktorizaljuk, és kivalasztjuk a megfelelo felbonthatatlan f faktort, kozben pedig
kiszdmitjuk az [a,b] izoldciés invervallumot és az s eléjeleket.
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1. algoritmus: Létrehozas

Bemenet: f € Z[z] és [a,b], ahol @,b € QU {—o0, +00}
Kimenet: a feltételeknek megfelels (f,[a,b],s)
Gyokszam ellendrzése:

S := sturm_sequence( f)
r := sign_changes(S(a)) — sign_changes(S(b))
if r > 1 then

L Hiba: tobb gyok van.
if » =0 then
L Hiba: nincs gyok.
Megfeleld faktor kivdlasztdsa:
cffrfr L freo = factor(f)
for i :=1 to m do
if sgn f;(a) # sgn f;(b) then

L f=1
break
Végpontok bindris raciondlis szamok legyenek:
if b= -+oo then if @ = —oco then
b:=2 a:=—2
while sgn f(b) # +1 do while sgnf(d) # (—=1)%/ do

LZNJ::lN)Q | a:=-a’

if log, denom(a) € Z and log, denom(b) € Z then
| [a,b] = [a,0]
else
d:=1
[a.b]:= [ [a], [B] ]
while [a,b] = 0 or sgn f(a) = sgn f(b) do
d:=2d

[a,b] := [ fdddlLbfde]

Elojelek kiszamitdsa és az intervallum eldjelfeltétele:
Sq 1= <sgn f'(a),sgn f"(a),...,sgn f(”*l)(a)>

Sp = <Sgn f'(b),sgn f"(b),...,sgn f(”*l)(b)>

while s, # s, do

a+b

C =

2
se == (sgn f'(c),sgn f"(c),...,sgn f""D(c))
if sgn f(c) # sgn f(a) then
‘ b:=c, s,:=s5,
else
La::c, Sq =S¢

S := 8,
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Az [a,b]-t a bemend két intervallumbol, [ag,bg]-bdl és [a,, b, ]-bdl szamitjuk ki:
[a,b] := [ag+a,, bg+Db,]. (Mas miiveleteknél ez a sor médosul.) Az igy kapott [a,b]
azonban még nem feltétleniil izolacids intervallum, vagy ha igen, nem feltétleniil
teljesiti az algebraic dbrazolasdhoz megkovetelt feltételeket. Ha [a,b] még nem
megfeleld, akkor sziikitjiikk a bemend intervallumokat, majd azokbdl tjra kiszamitjuk
[a,b]-t. Ezt addig folytatjuk, amig a feltételeknek megfeleld izolacids intervallumot
nem kapunk.

Az algoritmus elészor faktorizdlja az f polinomot, majd végigmegy a kiillonbozé
faktorokon fokszam szerint novekvo sorrendben. Minden f; faktornal addig sziikiti
az [a,b] intervallumot a fenti médon, amig abban legfeljebb csak egy gyoke marad
fi-nek, és amig az nem teljesiti az elGjelfeltételt, azaz a-ban és b-ben a derivaltak
el6jelei meg nem egyeznek.

A gyokok szamanak megallapitasahoz a legkézenfekvobb eszkoz a Sturm-tétel lenne
(lasd a 2.2.2.1. alfejezetben). Ehelyett egy olyan mddszert haszndlunk, amelyhez
nem kell kiszamitani segédpolinomokat: eleve csak a masodik feltételt, a derivaltak
elojeleit vizsgaljuk, mert ha azok a két végpontban megegyeznek, akkor f;-nek
legfeljebb csak egy gyoke lehet [a,b]-ben (lasd a Budan-Fourier-tételt ugyanott).
A kérdés az, hogy ez a moddszer megall-e elobb-utébb. Akkor nem &ll meg, ha
[a,b]-ben mér legfeljebb csak egyetlen gyok van, de barmennyire is sziikitjik [ a, b]-t,
a derivaltel6jelek nem fognak megegyezni a két végpontban. Ez akkor fordulhat elo,
ha a gyoke f; valamelyik derivaltjanak. Mivel azonban fokszam szerint novekvo
sorrendben haladunk, ezért ha semelyik korabbi faktornak nincs gyoke [a,b]-ben,
akkor o minimalpolinomjanak fokszama legaldbb deg f;, vagyis a derivéltjainak nem
lehet gyoke a.

Miutédn addig sztikitettiik az [a,b]-t, hogy fi-nek mar legfeljebb csak egy gydke
maradt benne, és teljesiti az eldjelfeltételt, azutan egy egyszeri eldjelvizsgalattal
eldontheto, hogy ténylegesen van-e itt gyoke. Ha nincs, akkor egyszerien megyiink
tovabb f;.1-re. Ha van, akkor még nem biztos, hogy ez tényleg o, mert lehet, hogy
az o majd egy késobbi faktornak lesz gyoke, és csak bennmaradt az intervallumban
fi-nek egy gyoke, amely tovabbi sziikitésre kiesne. Ezt azonban itt még nem tudjuk
eldonteni, ezért eltaroljuk az f; faktort f-be, és igy megyiink tovabb f;,;-re. Ha
késébb nem taldalunk mas jo faktort, akkor az eltarolt f-nek tényleg az « volt a
gyoke.

Ha f-be maér eltaroltunk egy faktort, akkor az ezutdn kévetkezé fi-knél az [a,b]-t
szigorubb feltételekkel szlkitjik: azt is vizsgaljuk, hogy az f és az f; koziil csak az
egyiknek maradjon gyoke [a,b]-ben. Amelyiknek marad, azt taroljuk el f-ben.
[lyenkor azonban van egy probléma a sziikités fent vazolt mddjaval: most van
fi-t megel6z6 faktor, amelynek gyoke lehet «, igy elofordulhat, hogy a gyoke f;
valamelyik derivaltjanak. Ilyen esetben lehet, hogy sosem fognak megegyezni a
derivaltak elgjelei a két végpontban. Ezért ebben a specialis esetben néhany 1épés
utan mégis attériink a Sturm-tételre, és azzal mar pontosan tudni fogjuk, hogy hany
gyok van az intervallumban.
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2. algoritmus: Két algebrai szam Osszege

Bemenet: (fﬁ? [a57 bﬁ]? 3,3)7 (f% [a% bv]’ 57)
Kimenet: (f,[a,b],s)
f (@) == res, (f3(y), f(x = y))

cffifhe | fhmo— factor(f)

sort({f1, fo, ..., fm),deg)  (rendezés fokszdm szerint novekvd sorrendbe)
f = null
for i :=1 tom do

n := deg f;

[a, b] = [ag + Clwbﬁ + bw}
Sq i= <sgn fi(a),sgn f'(a), ... sgn fi(nil)(a)>

3o = (sen f(0),sen £/ (0), ... sen £ V(b))
S:=null  (Sturm-sorozat, ha majd kell)
if s, = s, then
‘ r .= (if sgn f;(a) # sgn f;(b) then 1 else 0)
else
L r:=o00 (tobb gydk lehet, nem tudjuk pontosan)
rp:= (if is f and sgn f(a) # sgn f(b) then 1 else 0)
j:=0
while r +7; > 1 do
if is f and r = 00 and j > 2 then
k:=max{i=1..n—1]|(sa)i # (sp)i }
if £]/® then
L S := sturm_sequence( f;)

tighten_intervals((fs, [ag, bg ], s3), (fy, [ay, by ], S4))
[a,b] :=[ag + a,,bg + b, ]

s = (san fi(a),smn f(a)......sen " (a))

Sp 1= <Sgn fi(b),sgn f{'(b), ..., sgn fi(nil)(b)>

if s, = s, then
‘ r = (if sgn f;(a) # sgn f;(b) then 1 else 0)

else
if is S then
| r :=sign_changes(S(a)) — sign_changes(S(b))
else
L r:=o00 (tobb gyok lehet, nem tudjuk pontosan)
if is f then
rs = (if sgn f(a) # sgn f(b)) then 1 else 0)
if r; = 0 then
L f:=mnull, S:=null
L J=J+1
if r =1 then
f=1
5:= 5,
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4.2.3. Osszehasonlitas

Algebrai szamok egyenlésége a polinom és az elgjelek Gsszehasonlitasaval konnyen
eldonthetd. Kiilonboz6 algebrai szamok esetén az intervallumok szlikitésével tudjuk
eldonteni, hogy melyik a nagyobb.

Az alédbbi algoritmus 6sszehasonlit két algebrai szamot. A kédban ez a compare ()
fiiggvényben talalhato.

3. algoritmus: Két algebrai szam osszehasonlitasa
Bemenet: (fav [aav ba ]7 3a>7 (fﬁa [aﬁv bg ]7 Sﬁ)
Kimenet : az Osszehasonlitds eredménye: sgn(a — 3) € {—1,0,+1}
if f, = fs and s, = sg then

‘ return 0
else

repeat

if b, < ag then
L return —1

if a, > bz then
L return +1

| tighten_intervals((fa, [ @a; ba |, 5a); (3, [as,bs], 53))

4.2.4. Egészre kerekités

Algebrai szam egészre kerekitését ugyancsak az intervallumok sziikitésével oldjuk
meg. Az alabbi algoritmus a lefelé kerekitést mutatja (a tobbi hasonléan miikodik).
A kodban a kerekitések kozos megvaldsitdsa az algebraic: :to_integer impl()
segédfiiggvényben talalhato.

4. algoritmus: Algebrai szam egészre kerekitése (lefelé)
Bemenet: (f,[a,b],s)
Kimenet: x € Z
while [b] — |a] > 1 do
| tighten_interval(f, [a, D], )

x:=|a]

4.2.5. Kozelito érték

A szam lebegopontos kozelitését a kovetkezo oldalon lathaté algoritmussal szamitjuk
ki (a kédban ez az algebraic: :approx() fliggvényben szerepel).

Altalédnos esetben a Newton-iterdciot hasznaljuk. Kihasznaljuk, hogy az izolacids
intervallumban a derivaltak eldjelei végig azonosak. A Newton-iteracié monoton
konvergenciatétele miatt ilyenkor az egyik (megfelels) végpontbdl inditva konvergens
lesz az iterécio [9, 334.0.].
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Specialis esetként az els6- és mdsodfoki esetre egyszerlibb megoldast adunk. A
masodfokil egyenlet megoldoképletét kicsit atalakitottuk: ahol két kozeli szamot
vonnank ki egymasbdl, ott a numerikus stabilitds miatt inkabb gyoktelenitettiik a
szamlalot.

5. algoritmus: Algebrai szdam lebeg6pontos kozelitése
Bemenet: (f,[a,b],s)
Kimenet: z € R kozelités
if deg f =1 then
‘ z:=—fo/fi
else if deg f = 2 then
if f; <0 then
q:=—h+ VI —4fof
x:= (if s; = —1 then 2fy/q else q/2fs)
else

q:=—f1— vV f12 —4fofo

| z:= (if sy = —1 then q/2f; else 2fy/q)

else
x := (if s = so then b else a)
do
=z
Ti=x— f(z)

f'()

| while [z — I > ¢

4.3. algfield

Az algebrai szamtest abrazolasa primitiv elemmel torténik. A primitiv elem egy
algebraic tipusu algebrai szdm, amelyre az algfield-ben megszoritasokat tesziink.

Legyen F' = Q(«) egy n-edfoku algebrai szamtest, és legyen az « primitiv elem
minimélpolinomja f = >"1" ja;z". Ekkor a-ra az aldbbi megszoritdsokat tessziik:

1. Algebrai egész, azaz a, = 1.

2. Egyszertisitett algebrai egész, azaz barmely ¢ € Z,c > 2-re a/c nem algebrai
egész.

3. o> 0.

4. Ap—1 = 0.

Minden algebrai szamtestben tetszoleges primitiv elembdl kiindulva talalunk ilyen
tulajdonsagi primitiv elemet is: az elsé hdarom feltételt racionalis szammal vald
szorzassal lehet teljesiteni, a negyediket pedig racionalis szam hozzaadédsaval. Az
a céljuk ezeknek a feltételeknek, hogy a szdamot minél egyszeriibb alakra hozzak.
Példdul n = 2 esetben a = v/d, ahol d egy négyzetmentes pozitiv egész szdm, n = 1
esetben pedig (azaz ha F' = Q) a = 0. Az els6 feltételnek, az algebrai egésznek
tovabbi elonye van: megkonnyiti az f-re vett modularis szamolast, példaul az elemek
szorzasanal vagy az inverz kiszamitasanal. A kodban az algfield: :normalize()
segédfiiggvény hozza a fenti feltételeknek megfelel¢ alakra a primitiv elemet.
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4.3.1. Primitiv elem kiszamitasa

Ha tobb bovitd elemet adunk meg, akkor ki kell szamitani egy primitiv elemet.

Az aldbbi algoritmus két b6vité elembdl hataroz meg egy primitiv elemet. A kédban
ez az algfield: :add_algebraic() segédfiiggvényben taldlhatd. Tobb bovito elem
esetén ismételjiik az algoritmust.

6. algoritmus: Primitiv elem meghatarozasa két bévito elembol

Bemenet: 3,7 € AN R, melyeknek minimalpolinomja g és h.
Kimenet: a € ANR, melyre Q(a) = Q(8,7)
5s:=0
do
s=s5+1
o= [+ sy

o) = eed (st 0 ()

while deg f > 1

A 2.3.2.2. alfejezetben lattuk, hogy a ciklus véges sok 1épésben véget ér. S6t, gyakran
az elso s-re j6 eredményt kapunk.

Az algoritmusban a legnagyobb kozos oszt6 szamitdsa Q(«)[x]-ben torténik, vagyis
az éppen létrehozandd 1j algfield elemeibdl készitett, polynomial<algnumber>
tipusu polinomokkal. Az eredménytil kapott f polinomnak gyocke lesz a S. Mivel
ledllaskor az f elséfoku lesz, ezért az f(5) = 0 egyenletbél § konnyen kifejezhetd,

vagyis felirhaté a Q(«) testben, algnumber-ként (és ebbdl a v = T s felirhatd).

4.3.2. Algebrai szam felirasa a testben

Adott egy Q(«) algebrai szamtest, és egy f € A N R algebrai szdm. Szeretnénk
?
eldénteni, hogy 5 € Q(«), és ha igen, akkor irjuk fel 5-t az « fiiggvényében.

Az alapmddszer a kovetkezd: vessziik a f minimalpolinomjat (fz), és faktorizaljuk
Q) folott. A faktorok kozott lesz pontosan egy, amelynek gyoke 5: a 6 Q(«)
f6l6tti minimalpolinomja (fzq()). Ha ez a faktor elséfoki, akkor f € Q(a), és
konnyen kifejezheté a a-val. Ha nem elséfoki, akkor a 5 Q(«) folotti foka 1-nél
magasabb, tehat nincs benne a testben.

A moédszert gyorsitjuk egy otlettel, amely hasonlit a primitiv elem kiszamitasahoz:
eléallitjuk a v := sa + ( szamot (minimalpolinomja f), és tekintjik az f,(x + sa)
polinomot. Ez egy Q(«) fol6tti polinom, melynek gyoke /3, vagyis ennek is faktora
lesz a keresett fg (). Vegyik ennek és fz-nak a legnagyobb kozos osztojat, ezdltal
varhatéan egy fsz-nal jéval alacsonyabb foku polinomot kapunk, amelynek szintén
faktora fz g(a). SOt, sokszor rogton magat fsg(a)-t kapjuk, és nem is kell faktorizalni.
A modszer megismételheto tobb kiilonbozo s-re.

Ezt az alabbi algoritmusban lathatjuk. Itt csak egy s-re, az s := 1-re alkalmazzuk
a fenti Otletet.
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7. algoritmus: Algebrai szam felirdasa a testben

Bemenet: o, 8 € ANR, minimalpolinomjuk f, és f3
Kimenet: f felirdsa Q(a)-ban
=15
if deg f > 1 then
yi=a+
| f(l") = ng(f(m)a f'y(x + O./))
f deg f > 1 then

cffrf [l = factorga)(f)
for i :=1 to m do

if deg f; = 1 and f;(6) = 0 then
f=1
break

if deg f =1 then

‘ return —fy/f1
else

L Hiba: nincs benne a testben.

o

Az algoritmus a kédban az algfield: :to_algnumber () segédfiiggvényben lathato.
Ott még tovabbi egyszeril gyorsitasi Otleteket alkalmazunk. Egyrészt ha f € Q(a),
akkor f§ fokszdma osztja Q(a) dimenziéjat, tehat ezzel az oszthatdésagi vizsgalattal
sok 6 ¢ Q(«) eleve kizarhaté. Mésrészt az algfield-ben eltarolunk néhény mér
ismert algebrai szamot, és azok felirdsat a testben. Az eltdrolt szamokat el6szor
egyszerisitjik az algfield: :normalize() segédfiiggvénnyel (ugyanezt hasznaljuk
a primitiv elem egyszeriisitésére is). fgy ha legkozelebb egy olyan szamot kérdeziink
le, amelynek az egyszeriisitett alakjat mar eltaroltuk, akkor arra nem kell djra
végrehajtani a fenti algoritmust. Az eltarolt szamok kozott eleve szerepelnek a
létrehozaskor megadott bovito elemek is, amelyeknek a felirasat automatikusan
megkapjuk a primitiv elem kiszamitasa kozben.

4.4. algnumber

Legyen F = Q(«) egy n-edfoku algebrai szémtest, és legyen o minimalpolinomja f.
Ekkor a test elemeit az o primitiv elem fliggvényében irjuk fel:

B = b() —I— bloz —I— bQOzQ + s + bn_lO[n_l,
ahol by, by, ...,b,_1 € Q. A hatékonyabb szamolas érdekében azonban az algnumber
nem egy az egyben igy, raciondlis egyiitthatékkal abrazolja a szamot, hanem kozos
nevezore hozva a torteket, egész egyiitthatokkal:

ap + ajo + asa® + -+ a,_0" !

/8 = d Y
ahol ag, ay,...,a,_1,d € Z. Az egyértelmiiség kedvéért a tortet mindig egyszeriisitve
taroljuk, azaz ged(ag, ay,...,a,_1,d) =1, és d > 0.
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4.4.1. Alapmiuveletek

Az Gsszeadds és a kivonds az algnumber esetén — ellentétben az algebraic-kel —
nagyon egyszeri: csak egyiitthatonként el kell végezni a miiveletet. A kozos nevezore
hozott abrazoldas miatt raadasul nem is n par racionalis szamot kell 0sszeadni n
egyszerlisitéssel (azaz legnagyobb kozos oszté szamitassal), hanem csak egyszer kell
a végén egyszerusiteni. A kédban az Osszeadas és a kivonas kozos megvaldsitasa az
algnumber: :addition() segédfiiggvényben szerepel.

A szorzés az abrazold polinomok szorzasat jelenti, majd maradékképzést a test
primitiv elemének f minimalpolinomjara. Optimalizalasként a test létrehozasakor
kiszdmitjuk az 2™, 2", ..., 2*"~2 monomok maradékat az n-edfokd f polinomra.
Ezek azok az x-hatvanyok, amelyek a szorzas soran eléallnak, de a maradékképzés
utan eltinnek. A szorzas soran a polinomok szorzatat egytitthatonként allitjuk elo,
novekvo fokszam szerint. A legfeljebb n — 1-edfoku egyiitthatokat kozvetleniil irjuk
be az eredménybe, a magasabbfoku tagokra pedig az elore kiszamolt maradékok
megfelel6 konstansszorosat adjuk hozzd az eredményhez. A kdédban az altalanos
szorzds az algnumber::general multiply() segédfiiggvényben talalhat6. Arra
a specialis esetre, amikor az egyik paraméter raciondlis szam, az egyszeriibb és

hatékonyabb algnumber: :rational multiply()-t hasznaljuk.

Az osztast multiplikativ inverzzel valé szorzassal valésitjuk meg, az inverzet pedig
a 2.3.1. alfejezetben leirtak alapjan a bovitett euklideszi algoritmussal szamitjuk
ki. Ezt a kédban az algnumber: :general _inverse () segédfiiggvény valdsitja meg.
Két specialis esetben egyszertibb mddszert hasznalunk: ha a szam racionalis, illetve
ha a test mésodfoki. Ez utébbi esetben kihasznéljuk, hogy a primitiv elem az
egyszerlsitett alak miatt v/d alaku.

4.4.2. Osszehasonlitas

Az algnumber szamok kozotti egyenléségvizsgédlat az abrézolas egyértelmiisége miatt
csak az abrazold polinomok egyenléségvizsgalatat jelenti.

Kiilonboz6 szamok 0sszehasonlitasat intervallum-aritmetika segitségével oldjuk meg,
visszavezetve arra, hogy a test primitiv elemét izolacids intervallummal abrazoljuk,
és azt tudjuk igény szerint sziikiteni. Lasd a 8. algoritmust a kovetkez6 oldalon (és
a kédban a compare() fiiggvényt).

4.4.3. Egészre kerekités

Az algnumber egészre kerekitését szintén intervallum-aritmetika segitségével oldjuk
meg. A kovetkez6 oldalon lathato a lefelé kerekités algoritmusa (9. algoritmus).
A kodban a kerekitések kozos megvaldsitdsa az algnumber: :to_integer_impl()
segédfiiggvényben talalhato.
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8. algoritmus: Két algnumber Osszehasonlitasa

Bemenet: Q(a) test az o dbrézolasaval: (f,[a,b], s), illetve g(«) és h(a), az
Osszehasonlitandé szamok, ahol g, h € Q[z]
Kimenet : az 6sszehasonlitds eredménye: sgn(g(a) — h(a)) € {—1,0,+1}
if ¢ = h then
L return 0

repeat
(Intervallum-aritmetikai behelyettesités Horner-algoritmussal)
[a1,b1] == g([a,b])
[an b2] = h([a7 b])
(Elkiiloniilnek az intervallumok?)
if bl S ag then
L return —1
if a; > by then
L return +1

(Eredeti intervallum sziikitése és ismétlés)
tighten_interval(f,[a,b], s)

9. algoritmus: algnumber egészre kerekitése (lefelé)

Bemenet: Q(«) test az a dbrézolasaval: (f,[a,b], s), illetve g(a), a bemend
szam, ahol g € Q|x]
Kimenet: z € Z
[a', 0] := g([a,b])
while [V'] — |d'] > 1 do
L tighten_interval(f,[a,b], s)
[a/7 b/] = g([a7 b])

xr:=|d|
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5. Tesztelés és alkalmazas

5.1. Futasi id6k

Megvizsgaltuk néhany alapveté miivelet sebességét: az Osszeadasét, a szorzasét
és a kisebb-nagyobb 0Osszehasonlitasét a konyvtar mindkét algebrai szamtipusan
(algebraic és algnumber).

A miiveletek mért futési ideje az alabbi két tédblazatban lathaté masodpercben (s),
ezredmésodpercben (ms) vagy milliomodmasodpercben (ps).

algebraic
Fokszdam: 3 4 5 6 7 8 9 10
(+) 0,38 ms | 2,5 ms | 0,020s | 0,15 s 12s| 5,1s 27,3 s | 109,5 s
(%) 0,38 ms | 2,5 ms | 0,021 s | 0,18 s 1,3s| 655 252s | 829s
(<) 12pns | 20ps | 25ps | 40npns | 5,1 pns | 83 s | 10,5 ps | 15,4 ps
algnumber
Fokszam: 4 6 8 10 15 20 25 30
(+) 06ps | 08ps | 1,0ps | 1,2ps | 1,7ps | 22nus | 2,7 ps 3,2 us
(%) 1,5ps | 3,5ns | 6,2ns | 97 s | 21,5 ps | 41,3 ps | 68,2 pus | 108,7 ps
(<) 1,3ps | 22ps | 3,1 ps | 45pns| 89 ps | 142 ps | 20,3 ps | 26,6 ps

A méréseket a test/speed.cpp programmal végeztik 3 GHz-es gépen, GCC 4.6-os
forditoval, annak -02 kapcsoléjaval leforditva.

A masodpercnél joval gyorsabb miiveleteket sokszori ismétlés atlagabol szamitottuk.
A bemeneti adatokat véletlenszeriien generaltuk, és a generdlas idejét kiilon lemérve
levontuk az eredménybdl. A generdlds paraméterei:

e algebraic: a minimalpolinom egyiitthatéi —10 és 410 kozott vannak;

e algnumber: a primitiv elemmel val6 felirasban az egytitthatok —1000 és +1000
kozottiek;

e algnumber: a primitiv elem minimalpolinomjanak egytitthatéi —100 és +100
kozott vannak.

Az eredményekbdl latszik, hogy az algnumber aritmetikdja sokkal gyorsabb, mint az
algebraic-é. Ez nem meglepd, hiszen az algebric bonyolult polinommiiveleteket
hasznal, mint a rezultans és a faktorizacid, mig az algnumber lényegében csak
Osszeadja és Osszeszorozza a megfelel6 polinomokat. Az adatokbdl kiolvashaté a
nagysagrend is: az algnumber esetén — a varakozasoknak megfeleléen — az 0sszeadéas
linearis és a szorzas négyzetes, az algebraic-nél pedig mindkettd exponencidlis.
Részletesebb méréssel az is kidertil, hogy az algebraic miiveleti idejének nagy részét
a polinomfaktorizacio adja.
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Az sszehasonlitasndl (<) a két tipus kozott nincs nagysdgrendi eltérés. Ez nem is
meglepd, hiszen mindketté egyszerd intervallum-aritmetikét hasznél (lasd a 4.2.3.
és a 4.4.2. alfejezeteket). Viszont itt van még egy szempont a fokszdmon kiviil,
amelytol jelentosen fligg a futdsi id6: nevezetesen hogy a két szam milyen kozel van
egymashoz. A kozel 1év6 szamoknéal ugyanis sokszor kell sziikiteni az intervallumokat,
mire azok teljesen elkiiloniilnek egymastol.

Nézziink példat kozeli szamok oOsszehasonlitasanak futasi idejére. Kozeli szamokat
ugy allitottunk el6, hogy kerestiink egy testet, amelynek van kicsi abszolut értékii,
viszonylag egyszerl ¢ eleme, és olyan szamparokat vettiink, melyeknek kiilonbségei
8, 6% és 0%, Legyen a a kovetkez6 egyenlet egyetlen valds gyoke (kb. 0,724):
a® 4+100” + 40 + 4o — 9 =0
A Q(«) testben az alabbi ¢ szam kicsi abszolit értékii:
S=a*+a—-1~925-10"°
Az aldbbi tablazatban lathatok a szamparok és az eredmények. A méréseket a
test/compare. cpp-vel végeztiik.

Futasi id6

Pontos értékek Kozelito értékek Eltérés kb. —

Elsé Atlag
20° — 200+ 2 1,31157543491666906 i ‘
o t2a% —a+1 T 31158468001313568 | 24> 10 464 s | 1,9 s
—42a* + 11a® — 50a? + 27a + 15 0,92823107376485003 1
52aT +800° —af —B7a —2 0.02823107385032183 | 0047107 | 1505 1s 3.9 ps

—146740% — 154302 + 5235a + 2599 | 1,54551317570726950

10—16
8216a% + 673302 + 1507a — 6888 154551317570727020 | 90210 2731 ps | 5,3 ps

A téblazatban két oszlopa is van a futdsi idének: az Atlag azt jelenti, hogy egy
rogzitett algfield-ben ugyanazt a két algnumber-t sokszor 0sszehasonlitjuk, és ezek
futési idejének atlagat vessziik; az Flso pedig azt, hogy egy 1j algfield-ben mennyi
a futdsi ideje a legelsO Osszehasonlitasnak. A ketté kozott azért van kiilonbség,
mert az Osszehasonlité algoritmus sziikiti a primitiv elem izolaciés intervallumaét,
és ezt a szikitést a test megérzi, ezdltal legkozelebb mar gyorsabb lesz ugyanaz az
osszehasonlitas. Lathato, hogy kiilonbség jelentds, akar ctvenszeres is lehet. Ha
tehat egy testben sok Osszehasonlitast végziink, akkor kezdetben az els6 néhany
lassabb lesz, de késébb mar kellden szlik lesz az intervallum, és mar csak nagyon
ritkan kell tovabb sziikiteni, tehat gyorsabb lesz.

Mindkét oszlopban teljesiil, hogy minél kozelebb vannak egyméshoz a szdmok, annél
lassabb az Osszehasonlitds. Az FElso esetén ezt vartuk, hiszen kozelebbi szdamok
esetén tObbszor kell sziikiteni az intervallumot. Az Atlag esetén viszont ez mar
elhanyagolhatd szempont, mert csak az els6 Osszehasonlitaskor van sziikités; itt
ennek inkabb az lehet az oka, hogy a sziikebb intervallumnak altaldban nagyobbak
lesznek az egyiitthatoéi, és ezekkel lassabb szamolni.

Megjegyzés: az utolsé szampar egyuttal arra is példa, hogy két szam olyan kozel van
egymashoz, hogy ha numerikusan kiértékeljiik ket duplapontossdgi lebegépontos
szamokkal, akkor azokat Osszehasonlitva a kerekitési hibdk miatt rossz eredményt
kapunk.
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5.2. Geometriai alkalmazas

Az egzakt szamolas hasznos lehet olyan esetekben, amikor az eredmény szerkezete,
logikaja fligg attol, hogy bizonyos értékek megegyeznek-e vagy sem.

Példaul tekintsiink egy sikgeometriai szerkesztoprogramot: a felhaszndld elhelyez
pontokat a sikon, ezeken keresztiil egyeneseket és koroket rajzol, és a program
megjeloli ezek metszéspontjait. A szerkesztés eredményének szerkezetét befolyasolja,
hogy bizonyos pontok egybeesnek-e vagy sem, illetve hogy példaul egy kor és egy
egyenes éppen érinti-e egymast, vagy két metszéspontjuk van, vagy egy sem. A
szerkesztOprogramtol azt szeretnénk, ha ezeket az illeszkedéseket észlelné, és ennek
megfelelden rajzolna ki az eredményt.

Nézziik egy egyszert példat: egy haromszog beirt korének kozéppontjat szeretnénk
megszerkeszteni. Elemi geometriabdl ismeretes, hogy a haromszog belso szogfelezoi
egy ponton mennek keresztiil, és ez a pont a beirt kor kozéppontja. Ha a hdromszog
csucsai (z1,v1), (wa2,v2), (x3,ys3), és az oldalainak hossza [y, lag és l31, akkor
konnyen levezetheto, hogy az f; szogfelezok egyenlete a kovetkezo:
fit @z +by=c,

ahol:

a; = Yi —Yi +yk—yz" by =

li; Iii

xi—xj T; — Tk

Li g Ui
¢ = a;x; + by,
lij= \/(ifz —z;)* + (¥ — y;)*,

(1,7,k) € {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}.
Jeloljiik tovdbba M; j-vel az f; és f; szogfelezOk metszéspontjat.

Konkrét szampéldaként tekintsiik az aldbbi haromszoget:

(xbyl) = (672)7 ($2,y2) = (7’ 2)7 (x37y3) = (5v6)
A felhasznalé elhelyezi ezeket a pontokat a szerkesztOprogramban, és megszerkeszti
az altaluk meghatarozott haromszog szogfelezoit. A program kiszamitja ezen harom
egyenes metszéspontjait. Ha lebegdpontosan szamol, példaul dupla pontossagu
szamokkal, akkor a fenti képletekbdl az alabbi metszéspontok jonnek ki:

M12: (6.3254848353090400, 2.4168732977062453)
M23: (6.3254848353090418, 2.4168732977062448)
M31: (6.3254848353090409, 2.4168732977062461)

Vagyis numerikusan harom kiilonbozé metszéspont keletkezik a kerekitési hibak
miatt. EbboOl a program nem veszi észre, hogy a harom egyenes valdjaban egy
ponton megy keresztiil. Elvész tehat ez a logikai informéacié, amely matematikailag is
igazolhat6. Raadasul ha a felhasznalé valamelyik metszéspont koriil megszerkesztené
a beirt kort, akkor az nem pontosan érintené az 0sszes oldalt, hanem némelyikkel
két metszéspontja is lenne, némelyiket pedig esetleg nem metszené.

Numerikus szamolds esetén ezen a problémén lehet javitani, de teljesen megoldani
nem. A szokdsos megoldas az, hogy nem pontos egyenlGséget vizsgalunk, hanem
hibahataron beliili egyezést. Azonban bonyolultabb, tobblépéses szerkesztéseknél a
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kerekitési hibak halmozodnak, és atléphetik az elore régzitett hibahatart. Ha pedig
a kiiszobot nagyobbnak valasztjuk, akkor esetleg egyenlének vehetne kiillonbozo, de
egymashoz nagyon kozel 1é6v6 értékeket.

Ha azonban a program numerikus szamolés helyett szimbolikusan szamol, példaul a
SAN konyvtar egzakt algebrai szamtipusaival, akkor ez a probléma megoldédik. A
konyvtar hasznalataval a kovetkezd eredmények jonnek ki:

M12: ((13 + 10g - g~3)/2, (42 + 11g - 3g™2 - g"3)/6)
M23: ((13 + 10g - g~3)/2, (42 + 11g - 3g™2 - g"3)/6)
M31: ((13 + 10g - g~3)/2, (42 + 11g - 3g"2 - g°3)/6)
g: root of x"4 - 11x"2 + 9 (++++) in [3,15/4]: 3.17959

Az eredmény pontos értelmezése nélkiil is rogton lathatd, hogy a harom kiszamitott
metszéspont megegyezik. EbbOl tehat a program fel tudja ismerni az eredmény
matematikailag is igazolhatd szerkezetét, hogy a hiarom egyenes egy ponton megy
keresztiil. A beirt kor megszerkesztésekor pedig ehhez hasonléan észlelni fogja, hogy
az valéban pontosan egy pontban érinti barmelyik oldalt, és ennek megfeleléen tudja
jelolni minden oldalon az egyetlen érintési pontot.

A kétféle szamitas a test/incircle. cpp tesztprogramban megtekintheto. A kédban
egy kozos, altalanos fiiggvény szamitja ki a fenti képleteket, és azt hivjuk meg
elészor lebegépontos szamokkal, majd algebrai szamokkal. Az utébbi esetben a
bemené adatokbdl eldszor felépitiink egy algebrai szémtestet (algfield), majd
annak algnumber elemeivel hivjuk meg a fiiggvényt. Mivel azonban egy algebrai
szamtestben négyzetgyokot vonni altalaban nem lehet, ezért még a test 1étrehozasa
elétt kiszamitjuk a haromszogek [; ; oldalhosszuségait is (amelyek jelen esetben 1,
2/5 és /17 ), és ezeket is bemend adatként vessziik hozzé a testhez.

Most értelmezziik, hogy mit jelent pontosan a kiirt eredmény. A konyvtar a szamokat
az abrazolasnak megfeleld formaban irja ki: az algnumber elemeket az algebrai
szamtest g primitiv elemének fiiggvényében, az algebraic-et pedig (mint a g) a
minimalpolinomjaval, egy izolacios intervalluméval, a derivéaltak el6jeleivel a gyok
helyén, illetve egy kozelité értékkel.

Ha ezek alapjan konnyebben érthet6 alakban szeretnénk felirni az eredményt, akkor
a kifrt adatokbol kiszamithatjuk a primitiv elemet:

VB + V17
9= 9
és ha ezt behelyettesitjiik a kiirt eredménybe, akkor ezt kapjuk:

13 — 25 + V17 17—\/5+¢ﬁ—¢%>
2 b

Mo = M3 = M3, = ( 1

A konyvtar ugyan egyelore nem tudja ilyen alakban kiirni az eredményt, de enélkiil
is teljesiti azt a célt, amit a fentiekben elvartunk téle: egzaktul el tudja donteni,
hogy adott értékek egyenléek-e vagy sem.
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5.3. Linearis egyenletrendszer

A szimbolikus szdmolds kiilonosen hasznos lehet olyankor, amikor egy probléma
numerikusan nem stabil.

Példaul tekintsiik a kovetkezd 8x8-as linedris egyenletrendszert:

1 2 4 o 128 1 - 1538
17/2-V2 (772 - \/5)2 e (7/2 = v2)7 . (37636049 — 26431018v2) /128

1 5V2—5 (5\/5 - 5)2 . (5\/5 _ 5)7 zo 86284280+/2 — 122022480

L 11vE— 272 (11\/5 3 27/2)2 o (11\/5 3 27/2)7 G;Z B (5380398776126\/§ - 7609032685421)/128
L 233 4vaE (23/3 3 4\/5)2 o (23/3 B 4\/5)7 iz = (609637214276 - 431076155088\/5)/2187
L 21/2-6va (21/2 B 6\/5)2 - (21/2 _ 6\/5)7 a0 (417093876363 - 294929762556\/5)/128
1 10v2/7 200/49 ... 80000000v2/77 it (56800400 + 96226070‘/5) /117649

1 2vZ-4/5 (2\/5 _ 4/5)2 o (2\/5 _ 4/5)7 ] L (1340230090\/5 - 1763989908)/78125

Ugyanez kozelito értékekkel:

[ 1,000 2,000 4,000 8,000 16,000 32,000 64,000 128,000 1 1538,000 ]
1,000 2,086 4,351 9,074 18,927 39,478 82,342 171,747 o 2007,382
1,000 2,071 4,289 8,883 18,398 38,104 78,916 163,441 3 1918,996
1,000 2,056 4,229 8,695 17,881 36,769 75,610 155,481 zs | | 1834,000
1,000 2,010 4,039 8,118 16,316 32,793 65,907 132,461 zs | | 1586,344
1,000 2,015 4,059 8,178 16,476 33,195 66,879 134,741 6 1611,006
1,000 2,020 4,082 8,246 16,660 33,658 67,999 137,378 z7 1639,492

| 1,000 2,028 4,115 8,346 16,929 34,340 69,656 141,291 | | x5 | | 1681,685 |

Az egyenletrendszer matrixa egy Vandermonde-métrix, amelynek az alappontjai
kozel vannak egymdéshoz. Az ilyen matrix nagyon rosszul kondicionalt: ennek
példaul a kondicidszama (|| - ||2 szerint) kb. 8,02 - 10'". Ennek kovetkeztében az
egyenletrendszer numerikus megoldésa sokszorosara felnagyithatja a bemend adatok
hibajat.
Ezt az egyenletrendszert kétféleképpen oldottuk meg (14sd a test/lineqs.cpp-t):
egyrészt numerikusan, duplapontossiagi lebegépontos szamokkal, masrészt pedig a
SAN konyvtar egzakt algebrai szdmaival. Mindkét esetben ugyanazt az algoritmust
hasznaltuk, a Gauss-eliminaciét. Bal oldalon lathatjuk a numerikus szamitasbol
szarmazd megoldast, jobb oldalon az egzaktot, alattuk pedig az egyenletmegoldés
futasi idejét:
[ —16,607
58,036
—81,950
71,644
—29,676
14,912
4,379
7,114

N O Ul W N~ O

0,77 ps 290 ps

Lathaté, hogy a numerikus megoldas teljesen rossz, pedig csak annyi volt a bemend
adatok hibédja, hogy duplapontossagu lebegépontos szamra kerekitettiik az eredeti
algebrai szamokat.
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Ilyen esetekben numerikusan csak annyit tudnank javitani, hogy nagyobb pontossagu
tipussal szamolunk. De ha ehhez hasonl6 szerkezeti nagyobb matrixunk van, akkor
annak még nagyobb lesz a kondiciészama, igy a kisebb hibat is nagyra nagyithatja.
Szimbolikus szédmolassal azonban — ha a bemend adatok egzaktul rendelkezésre
allnak — az efféle numerikusan instabil problémaék is pontosan, kerekitési hibak nélkiil
oldhaték meg — megnovekedett futasi idoért cserébe.

5.4. LLL-algoritmus

A Lenstra—Lenstra—Lovész-algoritmus (LLL-algoritmus) egy racs bazisat redukalja,
azaz el6allit beléle egy ,,;majdnem” mer6leges bazist. [10, 65-72. o.]

Hasonlit a Gram—Schmidt-ortogonalizéciora, amely egy vektortér bazisdbdl csinél
meroleges bazist, a kovetkezoképpen:

Allitas: Ha by, bs, ..., b, € R bazis, akkor az aldbbi by, bs, . . . , b, vektorok meroleges
bazist alkotnak:

ahol:

pig = 2L (Gell.i—1]).

Az LLL-algoritmus ehhez hasonlét csindl, csak racson.

Definicié: Adott egy by, bs, ..., b, € R™ bazis. Ekkor racsnak nevezziik a kovetkezo

halmazt:

i=1
Récson tehat csak egész egylitthatos linearis kombinaciok megengedettek. Ennek

kovetkeztében itt altalaban nem lehet merodlegességet biztositani, csak ,,majdnem”
merolegességet, amennyire az egész egytitthatok engedik. Pontosabban:

Definicié: Az L récs egy by, by, ..., b, € R™ bazisa LLL-redukalt, ha (a fenti
Gram-—Schmidt-ortogonalizécié jeloléseit hasznélva):

Lofpigl <1/2 (4,5 €[l..n],j<i),és

2. ||big|? > (6 — /%2+11)||Ez||2 (it € [1..m—1]), ahol 6 € (1/4,1) rogzitett,
tipikusan 0 = 3/4.

Az elsé feltétel biztositja a kozelitoleg vald merdlegességet: a pontos merdlegességhez
tartozé egytitthatét egészre kerekitjiik, amely altal a hiba legfeljebb 1/2 lehet (ha a
bézis pontosan merdleges lenne, akkor 4; ; = 0 lenne). A mésodik feltétel a vektorok
méretét korlatozza: a kovetkezo vektor ne lehessen sokkal kisebb az el6z6nél.

Probaképpen lefuttattuk az LLL-algoritmust a SAN konyvtar algebrai szamaival, és
osszehasonlitasként lebegépontos szamokkal is (test/111.cpp). Az algoritmus egy
olyan alkalmazasa a konyvtarnak, amely hasznalja az Osszehasonlitas és az egészre
kerekités miiveleteit. Bemend adatként az eléz6 (5.3.) részben 1évé egyenletrendszer
matrixat hasznaltuk, annak sorai a bemendé bazisvektorok.
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Az aldbbiakban ldthatjuk az LLL-algoritmus eredményét. A matrixok sorai az egyes
bazisvektorok. Az elsé matrix a numerikus szamitas eredménye, a masodik pedig a
szimbolikus eredmény numerikusan kozelitve. (Az egzakt szimbolikus eredmény

a test/11ll.cpp kimenetében lathatd, de numerikusan jobban Osszevethetok az
értékek.)

Numerikus eredmény

0,000 1,885 2,752 0,936 1,919 —3,943 0493 2,444
0,000 1,355 —3,5890 —5510 —1,674 —1578 2,135 3,001
0,000 —1,624 —0,354 —0,499 0,462 2435 —1441 6,484
0,000 —0,464 0,497 4,723 —4,718 0,336 2,269 —0,170

_7'

10 0,000 —1,652 0,268 —4,262 —3427 —0,508 —5174 —0,164
0,000 —-2478 2,655 —3,644 1,512 1,945 3,755 3,570
0,000 —8378 —2,063 1,502 —2,775 —1,303 —1,399 1,710
| 107 —1,402 —0,867 3,943 3,791 —0,828 0,227 —0,292 |

Futasi ido: 0,422 ms
Szimbolikus eredmény, kozelitve

[ 0,000 —1,782 2,019 1,011 1,442 0,085 —3,712 0,862 ]
0,000 —0,248 —1,742 —0,656 1,993 4,962 2500 1,786
0,000 2909 3,819 -1,267 -—-1,560 —-0,564 0,220 -—1,839

o7, | 0000 —0.737 0,133 —0340 0,983 5206 1341 3298

0,000 —4,543 —1,202 —4,537 —3,495 —2,058 2,025 0,118
0,000 5425 —0,611 —0,192 —2258 1,728 —0,071 6,377
0,000 —3,157 1,806 7,832 —2,186 —1423 0550 —2,184
107 0429 0561 2,426 —3,169 1,070 —0,579 —0,828

Futadsi ido: 6,19 s

A két eredmény bar szerkezetében és nagysagrendjében hasonld, de a konkrét értékek
teljesen masok. Ez is egy példa olyan feladatra, ahol a numerikus szamolés rosszul
viselkedik. Ugyan itt is javitani lehet a helyzeten a numerikus pontossag novelésével,
de teljesen megoldani szimbolikus szamitassal lehet.
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6. (")sszefoglalés és tovabbfejlesztési
lehetoségek

A dolgozat az algebrai szamokkal valé szimbolikus szamolédsrol szolt. Attekintettiink
néhény ezzel kapcsolatos modszert a szakirodalombdl, majd bemutattuk egy 1j
konyvtar, a Symbolic Algebraic Numbers (SAN) hasznalatat és miikodését, végiil
pedig ennek néhany lehetséges alkalmazasarol volt szé.

Az aldbbiakban felvdzolunk néhany lehetoséget a konyvtar tovabbfejlesztésére és
hatékonyabba tételére.

Osszehasonlitas: lebeg6pontos optimalizalas

Bizonyos miveleteket gyorsithatunk azzal, ha lebegépontosan kiértékeljiik a bemend
szamokat, és azokon végezziik el a miiveletet. Tipikus példa erre az Osszehasonlités.

Mivel egzaktul szamolunk, nem mindig tamaszkodhatunk lebegépontos szamolésra
a korlatozott pontossdg miatt. Az 5.1. alfejezet végén lattunk példat olyan kozeli
szamokra, amelyeket ha dupla pontossagu lebegépontos szamokkal kiértékeliink,
akkor azok oOsszehasonlitasa hibas eredményt ad. FEz azonban nagyon kivételes
eset, és legtobbszor boven elegendé a dupla pontossdg. Ezért gyorsithatjuk az
osszehasonlitast azzal, ha lebegépontos szamolast hasznalunk olyan esetben, amikor
az bizonyithatoan helyes eredményt ad. Ehhez egy egzakt felso becslést kell adni
a kozelités pontossigdra, és ha az értékek elég tavol vannak egymastdl (eltérésiik
nagyobb, mint a két hibahatar 0sszege), akkor a lebegépontos &sszehasonlitds pontos
lesz. Ellenkez6 esetben pedig — varhatéan nagyon ritkan — visszatériink az eredeti
algoritmusra.

Hasonléan lehetne gyorsitani az egészre kerekités miiveletét is.

Minél egyszeriibb primitiv elem keresése

Az algebrai szamtestben vald szamolédst gyorsitani lehet azzal, ha minél egyszertibb
szerkezetll primitiv elemet hasznalunk.

Példaul tekintsiik a Q(v/2, v/2, v/3) testet. A konyvtér ebbdl az a := /24 /2 + /3

primitiv elemet allitja el6, amelynek minimalpolinomja:

218 — 18210 — 3021° + 1442™ + 18023 — 62122 + 3602 — 486020 — 36402° + 2826025+
+ 360027 — 193052°% — 2260802° + 413102 + 5343023 + 34174822 — 42300z + 10097
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Ezzel a primitiv elemmel gy lehet felirni példdul a v/2-t:
V2 = (—2736584319330927000a'7 + 14228465326405493553a. 1% + 52340089705371886080a'® —
— 170228966118318519048a4 — 8650739038403045964600' + 14165969989233798303360: 2+
+ 4403139815993832838080a 't — 9437007954344310615366C 4 179412036139080580544800° —
— 55743160784261155409412a° — 144421970045671761807780a + 3530144312012062228342560:5+
+ 1239118033571677763244000° + 35743562858214892723664Ta* — 32454285347827366847335200° 4

+ 79533400330794536143524a2 — 50269019845236965143110c 4 2481499577247256384601692) /
/ 1761548336347250716752250

Ugyanakkor ebben a testben primitiv elem a f = v2+v/+v/2—1 is, amelynek
minimalpolinomja:
% — 62'% + 602° — 8,
és ezzel felirva a v/2-t:
V2 = (38" — 1643° + 1563%) /40
Ilyen egyiitthatokkal sokkal gyorsabb szamolni, mint a fentiekkel. Hasznos fejlesztés
lenne tehat keresni egy minél egyszeriibb primitiv elemet a testben.

Erre az LLL-algoritmust tudjuk felhaszndlni, a kovetkezo eljarassal [1, 168-173. o.]:
hatarozzunk meg egy bazist a test algebrai egészeiben, majd redukéljuk ezt az
LLL-algoritmussal (egy specidlis norma szerint). Ezaltal kapunk egy bézist olyan
elemekkel, amelynek a miniméalpolinomjai varhatéan joval kisebb egyiitthatokkal
rendelkeznek, mint az eredeti primitiv elemé. Ezek kozott lehetnek alacsonyabbfoki
elemek is (amelyek igy nem primitiv elemei a testnek), de a tobbi koziil véalasszuk
azt, amelyiknek a legegyszeriibb a minimélpolinomja.

Algebrai szam felirasa gyokjelekkel

A beirt kor kézéppontjanak megszerkesztésénél (az 5.2. alfejezetben) lattuk, hogy
a konyvtar az eredményt az abrazolasnak megfelelo alakban irja ki, amely sokszor
nehezen értelmezhet6. Hasznosabb lenne, ha egy egyszerti matematikai formulaval

frné ki az eredményt, pl.: v/ 10 + 2v/5.

Ehhez a Galois-elmélet nytjt segitséget [2, 339-419. 0.]. Az elmélet f&tétele szerint
egy algebrai szamtest résztestjei és a test Galois-csoportjanak (a szimmetridibdl
allé csoportnak) a részcsoportjai kozott szoros kapcsolat van. Ez lehetéséget ad
arra, hogy egy algebrai szamtest szerkezetét visszavezessiik egy joval egyszertibb
strukturara, egy véges csoportra. A Galois-elmélet fontos eredménye, hogy azt a
kérdést, hogy egy polinom gyokei felirhatok-e gyokjelek segitségével, csoportelméleti
kérdésre vezeti vissza: pontosan akkor irhaté fel, ha a polinom gyokeivel megadott
test Galois-csoportja feloldhatd, azaz felépitheté Abel-csoportokbdl csoportbévités
segitségével.

Ha egy adott algebrai szamot szeretnénk gyokjelekkel folirni, akkor el6szor el6 kell
allitani az altala generalt algebrai szamtest Galois-csoportjat, majd arrdl el kell
donteni, hogy feloldhato-e. Ha igen, akkor a feladat az, hogy a csoport szerkezetébdl
elééallitsuk a szam gyokos felirasat. Ha a csoport nem feloldhatd, akkor nem lehet
a szamot gyokjelekkel felirni, ezért ilyenkor visszatériink az eredeti felirdsra (pl.
minimdalpolinommal).

Megjegyzés: geometriai szerkesztésbol addédo algebrai szamok mindig felirhatdk
gyokjelekkel, s6t, elegendd csak a négyzetgyokvonds [2, 391-401. o.].
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